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Diszkré t eloszlások
Diszkré t eloszlással van dolgunk, ha egy kísé rletnek véges vagy megszámlálható an végtelen
számú  eredménye lehetséges, és ezek való színűségé t határozzuk meg. Az egyes eredményeket
sorszámozzuk, majd meghatározuk az adott sorszámhoz tartozó  eredmény való színűségé t. Az
így kapott való színűsé g(sorszám) fü ggvényt súlyfü ggvé nynek nevezzü k.
Pl. van 3 piros és 2 zö ld golyó nk egy dobozban. Vé letlenszerűen egymás után hú zunk 3
golyó t. Mi a való színűsége, hogy az első k hú zással hú zunk pirosat:
-az első hú zással pirosat hú zunk:

a való színűség definició  szerint ( )
5
3

__
__1 ===
számaesetösszes

számaesetekkedvezőP ξ , mivel első hú zásra

5 golyó bó l hú zhatunk, és 3 van ami piros.
-második hú zással is pirosat hú zunk:

ez felté telezi, hogy az első hú zással is pirosat hú ztunk. ( )
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4
2

5
32 =⋅==ξP  , mert a második

hú záskor már csak négy golyó  van, és ebből csak 2 piros, mert egyet már kihú ztunk.
-harmadik hú zással is pirosat hú zunk:

ez felté telezi, hogy az első ké t hú zással is pirosat hú ztunk. ( )
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Tehát annak az eloszlásnak sú lyfü ggvénye, hogy az első hány hú zásra kapunk piros golyó t:
k 1 2 3

( )kP =ξ 0.6 0.3 0.1

 Grafikonnal:

Várható  é rté k:
Definíció  szerint: ( ) ( ) 5.11.033.026.01 =⋅+⋅+⋅==⋅== ∑ kPkmM ξξ
Ez mit is jelent: Ha elég sokszor megismé teljü k a kísé rletet, minden alkalommal felírjuk,
hogy az első hány hú zás volt piros, akkor a felírt számok átlaga 1.5 lesz (ezt az ú n.  „nagy
számok tö rvénye” monja ki). Másképp: ha a való színűségeket egy rú don 1m távolságban
elhelyezett a való színűséggel megegyegyező tö megű sú lyokkal helyettesítem, akkor a rudat a
végponttó l 1.5m távolságban kell alátámaztani, hogy egyensú lyban legyen (a rú d sú lyát
elhanyagoltuk).

Szó rás:

Definíció  szerint: 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 45.01.05.133.05.126.05.11 222
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Ez mit is jelent: Ha elég sokszor megismé teljü k a kísé rletet, minden alkalommal felírjuk,
hogy az első hány hú zás volt piros, akkor a felírt számok várható  é rtéktől való  elté résének
abszolú t é rtékének átlaga 0.45 lesz.
Van pár speciális kísé rlet, amelynek az egyes eredményeihez tartozó  eloszlásfü ggvénye
azonos alakú :

Binomiális eloszlás
Ha egy kísé rletnek csak az egyik lehetséges „A” eredménye é rdekel minket, tudjuk hogy
ennek az eredménynek mi a való színűsége (a való színűség definíció ja alapján), és ezt a
kísé rletet elvégezzü k egymástó l fü ggetlenü l n-szer, akkor annak a való színűsége, hogy az n
db kísé rletből k-szor a minket é rdeklő eredmény jö n ki a kö vetkezőképen írható  fel:

( ) ( ) ( ) ( ) knkknk pp
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Ahol k a kedvező „A” eredmények száma; X a való színűségi változó ; p az „A” eredmény
való színűsége egy kísé rlet alatt; n az ö sszes elvégzett kísé rlet.
A binomiális eloszlás várható  é rtéke: np

Szó rása: ( )ppn −⋅⋅ 1

Pl: dobó kockával dobunk egymás után 20-szor (vagy 20 dobó kockávaldobunk egyszer). Mi a
való színűsége, hogy 6-nál tö bb de 10-né l kevesebb hatos lesz?

Itt n = 20, k = 7,8,9 p = 
6
1 , mert egy dobásbó l ennyi a hatosdobás való színűsége és

minden dobás fü ggetlen a másiktó l.
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Poisson eloszlás
Akkor alkalmazzuk, ha nagyon kis való színűségű eseményt nagyon nagyszámú  fü ggetlen
kísé rlettel pró bálunk előidézni.
Ha a binomiális eloszlásnál látott kísé rletben p nagyon kicsi, n nagyon nagy é s np véges
szám, akkor az való színűség modellezhető Poisson eloszlással is. Ekkor annak a
való színűsége, hogy a minket é rdeklő esemény k-szor bekö vetkezik:

 ( )
!k

ekP
kλ

ξ λ ⋅== −

A poisson eloszlás várható  é rtéke: λ
Szó rása: λ

Ahol λ = np mert a binomiális eloszlásnak, amiből származtattuk, np a várható  é rtéke, és e a
természetes alapú  logaritmus alapja (~2.71).

Pl, egy hivatalban annak a való színűsége, hogy egy telefon egy nap alatt elromlik 0.005. A
hivatalban 800 darab telefon van. Mi a való színűsége, hogy egy nap alatt tö bb mint 2 de
kevesebb mint 6 telefon romlik el?
A telefonok egymástó l fü ggetlenü l romlanak el, np = 4.
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Geometriai eloszlás:
Akkor alkalmazzuk, amikor egy kísé rletet addig ismé tlü nk egymástó l fü ggetlenü l ú jra és ú jra,
amíg egy minket é rdeklő ismert p való színűségű kísé rleti eredmény ki nem jö n. Ekkor annak
a való színűsége, hogy k-szor kell elvégeznü nk a kísé rletet:

( ) ( ) 11 −−⋅== kppkP ξ

A geometriai eloszlás várható  é rtéke:
p
1

Szó rása: 2

1
p

p−

Pl:
Dobó kockával dobunk egymás után addig, míg hatost nem kapunk (másképp: az első
hatosig). Mi a való színűsége, hogy 5-né l tö bbet, de 9-né l kevesebbet kell dobnom?

A hatosdobás való színűsége egy kísé rlet során: 
6
1

=p , minden ú j dobás fü ggetlen az előzőtől.
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Hipergeometrikus eloszlás:
Akkor alkalmazzuk, amikor egyszerre nagyszámú  N fü ggetlen kísé rletet zajlik, amit mi nem
láthatunk (pl egy zárt dobozban), melynek során tudjuk, hogy M db kísé rletben kapunk egy
minket é rdeklelő ismert való színűségű „A” eredményt. Megvizsgáljuk ebből n db kísé rlet
eredményé t. Ekkor annak a való színűsége, hogy ebből k db kísé rletben bekö vetkezett „A” (ha
n ≤ M):
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A hipergeometrikus eloszlás várható  é rtéke:
N
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Szó rása: 
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Pl. egy TV gyárban 1000 db TV-t gyártanak naponta. Ebből a napi 1000 db-bó l a Keravill
naponta 50 db-t vásárol fel. A gyár eddigi tapasztalatai szerint annak a való színűsége, hogy
egy készü lék hibás 0.06 . Mi a való színűsége, hogy ké t hibás kerü l a Keravillhoz?
Az 1000 darab TV-ben 60100006.0 =⋅  db hibás van. N = 1000; M = 60; n = 50; k = 2.
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Esetü nkben a való színűséget nem tudjuk kiszámítani, mert 1000 faktoriálisát nem tudjuk egy
általánosan használt számoló géppel kiszámítatni. Ehhez lehet segítség a kö vetkező kö zelítés:

Ha N és M nagy számok, akkor a hipergeometrikus eloszlás közelíthető  binomiális

eloszlással, ahol 
N
Mp = . A pé ldánk megoldása ez alapján:

p = 0.06, n = 50, k = 2. ( ) ( ) knk pp
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Folyamatos eloszlások

Folyamatos eloszlással van dolgunk, ha egy kísé rlet eredményeit nem tudjuk egy é rtékhez,
csak egy tartományhoz kö tni. Pl. vé letlenszerűen dobálunk dartssal egy R sugarú , kö r alakú
cé ltáblát (a vé letlenszerűséget biztosíthatjuk, ha bekö tjü k a szemü nket, a lényeg, hogy a
dobások iránya ne cé lzatosan legyen kiválasztva). Ha a táblát miden dobás eltalálja (vagy:
csak a táblát eltaláló  dobásokat vesszü k figyelembe), mi a való színűsége, hogy a találat a
kö zépponthoz képest egy r sugarú  kö rö n belü l lesz?
Mivel a dobások vé letlenszerűek (cé lzatlanok), a táblán minden elemi felü letegységet egyenlő
való színűséggel találunk el. Ha csak a táblát eltaláló  dobásokkal számolunk, akkor a tábla
teljes Tt felü leté t 1 való színűséggel találjuk el. Mivel minden felü letegység azonos
való színűséggel található  el, egy tetszőleges általunk kijelö lt Tk felü let találati való színűsége:

( )
t

k
k T

TTP =

A tábla felü lete:
π2RTt =

A kö zépponthoz képest r sugarú  kö r terü lete:
π2rTk =

Ebből:

( ) Rr
R
rrXP ≤=< ;2

2

Ha r > R, mivel azt mondtuk, hogy minden dobás eltalálja a táblát:
( ) rRrXP <=< ;1

Ezzel tulajdonképpen definiáltunk egy való színűség-fü ggvényt, az ú n. eloszlási fü ggvé nyt (a
jele F(r)). A fü ggvény egy teszőleges „r” pontban felvett é rtéke annak a való színűségé t adja
meg, hogy a való színűségi változó  kisebb mint „r”. Á brázolva:
Az eloszlási fü ggvény nem csö kkenő,
mert ahogy haladonk a legkisebb „r”
é rtéktől felfelé , az ú j szakaszok 0 vagy
pozitív való színűségéhez hozzáadó dik
az addigi szakasz 0 vagy pozitív
való színűsége (az addigi szakasz is
beletartozik az X < r intervallumba). Az
eloszlási fü ggvény ö nmagában nem
illetve kényelmetlen mó don szolgáltat
információ t arró l, hogy az egyes
szakaszoknak mekkora a
való színűsége, és így mennyivel
járulnak hozzá az eloszlásfü ggvény
é rtékéhez.
Erről tájékoztatást az eloszlásfü ggvény
első „r” szerinti deriváltja ad. Ez az ú n.
sűrűsé gfü ggvé ny (a jele f(r)). A
pé ldánkban:
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A való színűségi változó  egyes tartományaihoz tartozó  való színűséget ké tfé leképpen
határozhatjuk meg:
1. Az eloszlásfü ggvény

tartományhatárokon felvett é rtékeiből:
( ) ( ) ( )aFbFbXaP −=<<

2. A sűrűségfü ggvény tartományon vett integráljábó l:

( ) ( )∫=<<
b

a

drrfbXaP

A folyamatos eloszlásokon is é rtelmezzü k a várható  é rté ket:

( ) ( )∫
∞

∞−

⋅== drrfrrMm

A pé ldánkban (mivel f(r) = 0, ha r <0 vagy R < r):
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Ez mit is jelent: Ha elég sokszor megismé teljü k a
kísé rletet, minden alkalommal felírjuk, hogy a dobás
kö zépponttó l mé rt távolságát, akkor a felírt
távolságok átlaga m lesz (ezt szintén a  „nagy
számok tö rvénye” mondja ki). Másképp: ha a
sűrűségfü ggvény grafikonját kivágom papírbó l,
akkor az alakzatot a végponttó l m távolságban kell
alátámaztani, hogy egyensú lyban legyen .

A folyamatos eloszlás szó rásnégyzete:

( )( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−⋅=−= drmrrfmrM 222σ

Ebből a szó rás:

( )( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−⋅=−= drmrrfmrM 22σ

A pé ldánkban:

a b

F(a)

F(b)
P(a<X<b)

F(r)

r

a b

P(a<X<b)

f(r)

r

0 R

R
3
2 Alátámasztás

egyensú lyban
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Ebbó l a szó rás:
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Ez mit is jelent: Ha elég sokszor megismé teljü k a kísé rletet, minden alkalommal felírjuk,
hogy a dobás kö zépponttó l mé rt távolságát, akkor a felírt távolságok várható  é rtéktől való
elté résének abszolú t é rtékének átlaga σ lesz.

Folyamatos eloszlásokra is lé teznek speciális eloszlásfü ggvények, melyeket tö bb kísé rlet
leírásához fel lehet használni.

Egyenletes eloszlás

Sűrűségfü ggvénye a való színűségi változó  é rtelmezési tartományában konstans, azon kívü l 0.

Ha a valoszínűségi változó  a < b intervallumon é rtelmezett:
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Az egyenletes eloszlás várható  é rtéke:

( )
2

baxMm +
==

Szó rása:

12
ab −

=σ

Az egyenletes eloszlás ott alkalmazható , ahol a kísé rletnek nincs kitü ntetett eredménye,
minden lehetséges eredménynek azonos való színűsége. (Ha a darts-os pé ldában a
terü letegységet választotjuk való színűségi változó nak, akkor az is egyenletes eloszlású .)
Ilyenek pé ldául a kerekítési hibák.

ab −
1

a b
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ax

−
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a b
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F(x)

f(x)
Tab=1

Tax=F(x)

ab −
1

a b

f(x) Tab=1

2
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Pl.: Egy digitális karó rán a kijelzés ó ra-ó ra : perc-perc : másodperc-másodperc formátumú .
Mivel az ó ráró l a pontos időt csak másodperces pontossággal tudjuk meghatározni, a
leolvasaskori tenyleges pontos ido pedig a leolvasott és az azt kö vető másodperc kö zö tt bármi
lehet, leolvasási hiba keletkezik. Határozzuk meg a leolvasási hiba eloszlását.

Mivel az ó raleolvasással általában nem cé lozunk meg időpontot (nem akarjuk az időt pont
12:00:00-kor lolvasni csak valamikor dé l felé ), ezé rt egyenletes eloszlású  lesz.
A hiba 0s (pont másodpercváltáskor néztem az ó rára) és 1s (pont másodpercváltás előtt
olvasom le az ó rát) kö zö tt fog mozogni.
Az eloszlás ezek szerint:
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Ekkor:
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Exponenciális eloszlás

Sűrűségfü ggvénye a kö vetkező alakú :
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Ebből:
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Várható  é rtéke:

λ
1

=m

Szó rása:

λ
σ

1
=

Exponenciális eloszlással modellezhetők a várakozási idők.
Pl. egy izzó típusró l megállapították, tö bb pé ldány kipró bálásával, hogy átlagosan minden
negyediknek lesz hosszabb az é lettartama 9 hó napnál. Ké rdés az izzó k átlagos é lettartama (ez
az é lettartam várható  é rtéke).
Az izzó k é lettartamát tekintsü k való színűségi változó nak, várakozási idő eloszlását kell
meghatározni, ezé rt té telezzü k fel, hogy az é lettartam exponenciális eloszlású .
Ha minden negyediknek hosszabb az é lettartama 9 hó napnál, akkor minden 4 izzó bó l 9
hó napnál rö videbb idő alatt 3 kiég. Tehát az é lettartam eloszlásfü ggvénye 9 hó napnál (az idő
mé rtékegységének használjuk most a hó napot!):

( ) ( )
4
3199 9 =−==< ⋅−λeFXP

Ebből:

0,154
4
1ln9

4
19 =⇒






=⋅−⇒=⋅− λλλe

Ebből a várható  é rték:

6,4921
==

λ
m , tehát az izzó k jó  kö zelítéssel átlagosan fé l évig bírják.

Normális eloszlás

Sűrűségfü ggvénye a kö vetkező alakú :

( )
( )

2

2

2

2
1 σ

πσ

mx

exf
−

−
⋅=

Az eloszlás sűrűségfü ggvényének
paramé tere a σ szó rás és az m várható
é rték, ezeket nem kell utó lag számítani.
A normális eloszlás eloszlásfü ggvénye
nem határozható  meg zárt alakban, a
kü lö nbö ző x-hez tartozó  é rtékeket
kö zelítő számításokkal meghatározott
táblázatokbó l  lehet megállapítani.

Exponenciá lis eloszlá s (lambda=3)
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Normá lis eloszlá s (szórá s 0.8; m = 3)

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1 2 3 4 5x

f(x)
F(x)

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


Való színűségszámítás eloszlások                     10                                                 BHM:02.06.13.

10

A normális eloszlás várható  é rtéke a sűrűségfü ggvény maximumát jelö li ki, a szó rása a „pú p”
’szé lességé t’.
Normális eloszlással modellezhetők olyan kísé rletek, melyekkel cé lirányosan egy bizonyos
eredményt akarunk elé rni. Ekkor az cé l kö rü l normális eloszlással helyezkedik el az ö sszes
erdemény.
A normális eloszlás eloszlásfü ggvénye csak numerikus kö zelítéssel határozható  meg. A
gyakorlatban táblázatosam megadják egy speciális esetének, a standard normális eloszlás
eloszlásfü ggvényének (Φ(x)) é rtékeit általában 0.01 lépésekben a kü lö nbö ző x é rtékekhez.
A standard normális eloszlás olyan
normális eloszlás, melynek szó rása 1 és
várható  é rtéke 0. Ez alapján
sűrűségfü ggvénye a kö vetkező alakú :

( ) 2

2

2
1 x

exf
−

⋅=
π

A sűrűségfü ggvény páros fü ggvény,
ezé rt tetszőleges x esetén a (-∞,-x] és a
[x,∞) intervallumon az integrálja
(sűrűségfü ggvény alatti terü let)
megegyezik.

( ) ( ) ( ) ( ) ττττττττ dfdfdfdf
x

ss
x

s

x

s ∫∫∫∫
∞−

∞

∞−

∞−

∞−

−==

Továbbá:

( ) 1=∫
∞

∞−

ττ df s

Ezé rt Φ(-x) = 1-Φ(x)
A fenntiek miatt a standard normális eloszlás eloszlásfü ggvényé t csak pozitív x-re adják meg,
a negatívra a fenti formula alapján számítható .
Ha normális eloszlású  jelenséget kell feldolgozni, az eloszlást standardizálni kell. El kell é rni,
hogy sűrűségfü ggvénye 0-nál é rje el a maximumát (x-ből levonjuk a várható  é rtéket, így a
maximum a 0-hoz toló dik), és a szó rása 1 legyen (x-t el kell osztani a szó rással, ekkor a „pú p”
ö sszehú zó dik vagy szé lesedik, ’szé lessége’ 1 lesz). Ez már standard normális eloszlásként
kezelhető, é rvényesek rá a tálbázatok.
Pl: Egy ü zemben 3m hosszú  deszkát gyártanak. Az előírt pontosság 1%, tehát ±2cm, azaz a jó
deszkák hossza 2.98m és 3.02m kö zö tt van. Azt tudjuk még az eddigi gyártási tapasztalatbó l,
hogy a deszkák 5%-a lesz selejtes, azaz ezen a hossztartományon kívü li. Mennyire
változtassuk a pontosságot, hogy a selejtarány 1% legyen?
A deszkák hossza normális eloszlású , m = 3m
várható é rtékkel. Első lépésben meg kell
határoznunk a szó rást. Ehhez az eloszlást
standardizálni kell:

σσ
3−

=
−

=
xmxxs

Így xs sűrűségfü ggvénye standard
normális eloszlású . Meg kell keresni azt
az xs1 é rtéket, amelyen kívü l a standard
normális eloszlás 5% való színűséggel van.

Standard normá lis eloszlá s
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Mivel a normális eloszlás szimmetrikus a várható  é rtékre, ezé rt :
Felhasználva a Φ(-x) = 1-Φ(x) ö sszefü ggést:

( ) ( ) 025.0%5.2
2
%51 11 ===Φ−=−Φ ss xx

Ebből:
( ) 975.01 =Φ sx  Táblázatbó l kikeresve: xs1=1.96.

Ez az xs1=1.96 é rték az eloszlásunk 2.02 é rtékéhez, a -xs1= -1.96 é rték az eloszlásunk 1.98
é rtékéhez tartozik:

0102.0
96.1
02.002.0302.396.11 ==⇒=

−
== σ

σσsx  azaz a szó rás 1.02cm.

Most azt kell meghatároznunk, hogy a már ismert szó rású  eloszlás mekkora pontosság mellett
lesz 1% való színűséggel a pontosságon kívü l. Ezt is a standardizált eloszlás vizsgálatával
tudjuk meghatározni. Ismé t felhasználva a Φ(-x) = 1-Φ(x) ö sszefü ggést:

( ) ( ) 005.0%5.0
2
%11 22 ===Φ−=−Φ ss xx

Ebből:
( ) 995.02 =Φ sx  Táblázatbó l kikeresve: xs2=2.58. Ez az eloszlásunk ’3m+pontosság’ é rtékéhez

tartozik.
Ebből:

( ) 02632.058.20102.0
0102.00102.0

3358.22 =⋅=⇒=
−+

== pontossagpontossagpontossagxs  azaz a

pontosságot ±2cm-ről ±2.6cm-re kell változtatni.

A centrális határeloszlásté tel azt mondja ki, hogy sok fü ggetlen való színűségi változó
ö sszegének eloszlásfü ggvénye kö zelíti a normális eloszlás eloszlásfü ggvényé t.

Pl. vegyü nk egy egyenletes eloszlású  kísé rletet, az egyszerűbb számítható ság é rdekében

diszkré tet: dobáljunk dobó kockával. Egy dobott szám (i) való színűsége: 
6
1 , így a dobott szám

eloszlása:

1 kockadobá s "összegé nek" eloszlá sa
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Ha azonban 3 kockával dobunk és ezek ö sszegének eloszlását állítjuk elő, látható , hogy
kö zelít a normális eloszláshoz.
A táblázat é rtelmezése:
• Első oszlopban a 3 kocka ö sszege van
• A másodikban a adott ö sszeg hányfé le mó don jö het ki
• A harmadikban ö sszes lehetőséghez képest meghatároztuk az adott ö sszeg relatív

gyakoriságát
• A továbbiakban az egyes ö sszegekhez tartozó  variáció k és azok darabszáma látható .
Pl. a 15 mint ö sszeg előállhat az 456 kombináció bó l, és ez a kombináció  ö sszesen 6
fé leképpen jö het ki (az első lehet 3 fé le a második már csak 2 fé le az utolsó  pedig csak 1 fé le,
hogy az ö sszeg 15 legyen); továbbá előállhat a 366 kombináció bó l, ez az ismé tlés miatt csak 3
fé le variáció ban jö het ki; továbbá az 555 kombináció bó l, ami csak egyfé leképpen jö het ki.

Látható , hogy a kö zepes ö sszegek az egyes kockák sokkal tö bbfé le é rtékének
kombináció jábó l előállítható k, míg a szé lsőségek csak az egyes kockák szé lsőségeiből,
amiből csak egy van (lásd 3 és 18 mint ö sszeg). Ezé rt a kö zepes é rtékek valü színűsége
nagyobb.

Ö sszeg Lehető-
sé g

Relativ gyak. Variá ci
ó

db Variá ció db Variá ci
ó

db Variá ció db Variá ció db Variá ció db

3 1 0.0046296 111 1

4 3 0.0138889 112 3

5 6 0.0277778 113 3 221 3

6 10 0.0462963 123 6 222 1 114 3

7 15 0.0694444 124 6 133 3 223 3 511 3

8 21 0.0972222 116 3 125 6 134 6 224 3 233 3

9 25 0.1157407 126 6 135 6 144 3 225 3 234 6 333 1

10 27 0.125 136 6 145 6 226 3 235 6 244 3 334 3

11 27 0.125 146 6 155 3 236 6 245 6 335 3 344 3

12 25 0.1157407 156 6 246 6 255 3 336 3 345 6 444 1

13 21 0.0972222 166 3 256 6 346 6 355 3 445 3

14 15 0.0694444 266 3 356 6 446 3 455 3

15 10 0.0462963 366 3 456 6 555 1

16 6 0.0277778 466 3 556 3

17 3 0.0138889 566 3

18 1 0.0046296 666 1

Sum 216

3 kockadobá s összegé nek eloszlá sa
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