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Sorozatok

Intervallum, kö rnyezet
Intervallum:
Legyenek a é s b valós számok. Ha a ≠ b akkor a,b kijelö l egy intervallumot a valós számok
halmazán. Ennek elemei azok az x valós számok, ha a < b, melyekre a < x < b igaz.
Az intervallum né gy típusú lehet:
Nyílt intervallum: (a, b) ∈ {a < x <b}
Zárt intervallum: [a, b] ∈ {a ≤ x ≤ b}

Jobbról zárt, balról nyílt: (a, b] ∈ {a < x ≤ b}
Balról zárt, jobbról nyílt: [a, b) ∈ {a ≤ x < b}

Ha b = ∞ vagy b = -∞, akkor:
Nyílt a, ∞ intervallum: (a, ∞) ∈ {a < x}
Zárt a, ∞ intervallum: [a, ∞) ∈ {a ≤ x}

Nyílt -∞, a intervallum: (-∞, a) ∈ {x < a}
Zárt -∞, a intervallum: (-∞, a] ∈ {x ≤ a}

(Ha ezt az é rtelmezé st felhasználjuk, akkor a valós számok halmaza a (-∞,∞) intervallumban
van)
Környezet:
Egy c szám ε sugarú teljes kö rnyezeté be az (c - ε, c + ε) intervallum elemei tartoznak.
Egy c szám ε sugarú kö rnyezeté be az (c - ε, c) é s (c, c + ε) intervallum elemei tartoznak.
Tehát a kö rnyezetbe nem tartozik bele c, csak a teljes kö rnyezetbe!

Belső  pont, határpont:
Vegyü k [a, b] intervallumot.
[a, b]-nek c belső  pontja, ha c eleme [a, b]-nek (a ≤ c ≤ b), é s c-nek van olyan (tetsző legesen
kis kö rnyezete), melynek minden eleme eleme az [a, b]-nek is.
[a, b]-nek c határpontja, ha c eleme [a, b]-nek (a ≤ c ≤ b), é s c-nek nincs olyan (tetsző legesen
kis kö rnyezete), melynek minden eleme eleme elemei az [a, b]-nek is.

Pl. ha c ∈ [a, b], é s a < c < b, akkor biztosan van olyan x szám,

melyre a < c-x < c (pl. 
22

acxcaxc −
=⇒

+
=− ) ha c a-hoz van kö zelebb

vagy c < c+x < b (pl. 
22

cbxbcxc −
=⇒

+
=+ ) ha c b-hez van kö zelebb.

Ekkor biztosan a < c-x < (c-x, c) < c < (c, c+x) < c+x < b, tehát a (c-x, c) é s a (c, c+x)
intervallum elemei biztosan elemei [a, b]-nek, c belső  pont (lásd ábra).

Az [a, b] intervallumnak a é s b határpontjai, mert a-nak nincs olyan bal oldali b-nek nincs
olyan jobb oldali kö rnyezete, melynek elemei elemei lenné nek [a, b]-nek (mert (a-ε, a) < a
é s b < (b, b+ε)).

a bc2
ca +

2
acx −=

x x

c+x

’c’ ’ε’ sugarú kö rnyezete

cc

ε ε

c+εc-ε

ε ε
’c’ ’ε’ sugarú teljes kö rnyezete

c-ε c+ε
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A sorozat
Sorozatot alkotunk, ha a termé szetes számok halmazának elemeihez hozzárendeljü k a valós
számok halmazának elemeit. A termé szetes szám megadja a hozzá rendelt valós szám
sorszámát, azaz, hogy az hányadik helyet foglal el a sorozatban. A sorozat megadásával
megadjuk azt a szabályt, amellybe az elem sorszámát behelyettesítve meghatározhatjuk az
elemet.
Pl.: Ha an= n2-1

a1=12-1=0 a2=22-1=3 a3=32-1=8… a10=102-1=99…  stb.

Ha a sorszám vé ges, akkor az elem é rté ke a sorszámot a szabályba helyettesítve megkapható
(legyen a sorszám bármilyen nagy, a művelet elvileg elvé gezhető ). Sokszor van azonban
szü ksé g arra, hogy megállapítsuk, a sorozat hogyan viselkedik, ha a sorszámot minden
határon túl nö veljü k (a ké ső bbiekben ezt tesszü k pl. fü ggvé nyé rté kszámításkor kritikus
helyeken). Ahhoz hogy ezt eldö nthessü k definiáljunk ké t fogalmat:
Korlát:

A sorozatnak FK vé ges szám felső  korlátja, ha nincs olyan eleme amire FK < an.
A sorozatnak AK vé ges szám alsó korlátja, ha nincs olyan eleme amire AK > an.

A sorozat korlátos, ha van alsó és felső  korlátja.
A sorozat

minden határon túl nő , ha nincs felső  korlátja,
minden határon túl csö kken, ha nincs alsó korlátja.

A korlátok kö zö tt kiemelkedő en fontos a
legkisebb felső  korlát (sup [an]) é s a
legnagyobb alsó korlát (inf [an]),

hiszen ha a sorozat felveszi ezeket az é rté keket, akkor megadja a sorozat maximumát é s
minimumát.
Monotonitás:

A sorozat monoton nő , ha an ≤ an+1 minden n-re (ekkor an+1 - an > 0).
A sorozat monoton csö kken, ha an ≥ an+1 minden n-re (ekkor an+1 - an < 0).

A sorozat a sorszámot minden határon túl nö velve alapvető en háromfé leké ppen viselkedhet:
• Minden határon túl nő  vagy csö kken.

Pl. az említett an= n2-1 sorozat minden határon túl nő , hiszen ha feltesszü k, hogy FK felső
korlátja, akkor az FKnan ≤−= 12  egyenlő tlensé g csak az első  1+≤ FKn  elemre igaz
a tö bbire nem. Tehát bármekkora vé ges számot válsztok felső korlátnak, az mindig csak a
sorozat vé ges számú elemé re igaz a tö bbi (vé gtelen számú) elemre nem. Alulról viszont
korlátos a sorozat, hiszen minden tagja nem negatív szám.
Ugyanígy belátható, hogy an= 1-n2 sorozat minden határon túl csö kken (ez az elő ző
sorozat –1-szerese!).

• Oszcillál.
Pl. az an= sin(n) sorozat a szinuszfü ggvé ny definíciója miatt
korlátos, hiszen –1 ≤ an ≤ 1. Mé gsem állapítható meg, milyen
é rté ket vesz fel, ha n-t minden határon túl nö veljü k, mert a
szinuszfü ggvé ny 2π-re periodikus, tehát ha n-t nö veljü k, akkor a
fü ggvé ny jellege n 2π hosszúságú kö rnyezeté ben [n+π, n-π]
hasonló, mint az n = 0 2π hosszúságú kö rnyezeté ben, a fü ggvé ny
nagy n eseté n is ugyanúgy  “hullámzik”, így csak annyit tudunk, hogy a sorozat é rté ke –1
é s 1 kö zö tt “imbolyog”. Jelen pé ldában mé g csak azt sem mondhatjuk, hogy a sorozat
elemeibő l egy szakasz ismé tlő dik, mert a periódus irracionális szám, így soha nem
fordulhat elő , hogy n a periódus valamelyik tö bbszö rö sé t adja.

n

an

n-π n+π2π0
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Ha pl. a sorozat an= sin(0.1πn) lenne, akkor abban az első  20 elem ismé tlő dne a
vé gtelensé gig (mert ( )( ) ( )ππ 1.0sin1.020sin ⋅=⋅+ nn ).
Szinté n oszcilláló sorozat az an= (-1)n. Korlátos, mert csak ké t é rté ket vehet fel, a –1-t é s
az 1-t, de n-t bármilyen nagynak vehetjü k fel, mindig váltakozik e ké t é rté k kö zö tt.
További oszcilláló sorozat az an= n(-1)n  is, melynek abszolút é rté ke minden határon túl
nő , de felváltva hol “+”, hol “–“ é rté ket vesz fel.

• Konvergál.
Szemlé letesen: miné l nagyobb n, annál jobban megkö zelít egy számot, így ha n minden
határon túl nő , akkor a sorozat helyettesíthető  ezzel a számmal.

Pl: 
n

nan
1−

=  sorozat. Miné l nagyobb n, annál kevé sbé  kü lö nbö zik egymástól n-1 é s n,

így hányadosuk egyre inkább egy 1-hez kö zeli szám. A hányados azonban mindig kisebb
1-né l, mert n-1 mindig kisebb n.

Pl. fü ggvé nyvizsgálatkor nekü nk az kell, hogy a fü gggvé nyt helyettesítő  sorozat
konvergáljon, mert ekkor azt monhatjuk, hogy ahova konvergál, azzal helyettesíthetjü k a
fü ggvé ny é rté ké t.
A konvergencia definícióját pontosítsuk! Ehhez egy új fogalmat é rtelmezü nk:
Torlódási hely:

A sorozatnak „A” torlódási pontja, ha „A” tetsző legesen kis teljes kö rnyezeté ben a
sorozatnak vé gtelen sok eleme van.

Konvergens a sorozat, ha egy torlódási helye van. Ebbő l a definícióból:
Egy sorozat „A”-hoz konvergál („A” –hoz tart, vagy „A” a határé rté ke), ha „A”
tetsző legesen kis teljes kö rnyezeté n kívü l vé ges számú eleme van. (Azaz „A” é s csak „A”
tetsző legesen kis teljes kö rnyezeté n belü l van a sorozatnak vé gtelen sok eleme.)

Matematikusabban leírva:
Egy sorozat „A”-hoz konvergál („A” –hoz tart), ha minden ε > 0-hoz megadható N, melyre
igaz:

ha n > N, akkor ε<− naA .

Itt ε<− naA  „A” kis teljes kö rnyezeté t, (A-ε,  A+ε) intervallumot jelenti. N a kö rnyezeten
kívü l maradt elemek darabszáma, é s az ε-hoz tartozó kü szö bszámnak nevezik. Tehát a
sorozat konvergál „A”-hoz, ha tetsző leges pontosság megadása mellett, mellyel an elté rhet
„A”-tól, ki tudjuk számítani, hány elem té r el a megadott pontosságnál jobban.

Ha egy sorozat nem konvergens, akkor divergens (minden határon túl nő -csö kken, vagy
oszcillál).
Pé ldák:

• Az an = n-1 sorozat divergens, mert nincs vé ges felső  korlátja é s így minden határon túl
nő .

• Az an= (-1)n sorozat divergens, mert ké t torlódási pontja van: a sorozatnak vé gtelen sok
–1 é s vé gtelen sok 1 eleme van.

• Az 
n

nan
1−

=  sorozat konvergens. Azt már korábban láttuk, hogy an 1-t fogja

megkö zelíteni, valószínűleg ez lesz a határé rté ke.
Né zzü k meg, kiszámítható-e

ε<
−

−=−
n

naA n
11  egyenletbő l ε megadásával az az N, melyné l nagyobb n-re igaz

az egyenlő tlensé g.
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( )
ε<=

−−
=

−
−

NN
NN

N
N 1111  mivel n > 0, N<

ε
1

Tehát, ha 
ε
1

>> Nn , akkor az egyenlő tlensé g igaz, maximum N elem té r el ε-nál

jobban 1-tő l.
A konvergencia vizsgálatához hasznos té tel ( bizonyítás né lkü l):

Egy sorozat konvergens, ha
• Monoton nő  é s felü rő l korlátos
• Monoton csö kken é s alulról korlátos.
-ekkor határé rté ke a korlátja.

Pl. az 2

2

n
nnan

+
=  sorozatnál tetsző leges n-re:
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A nevező  mindig pozitív (mert né gyzetszámok szorzata). A számláló:
( ) ( ) ( ) ( )

0
2222

2

23232323423234

<−−=

=++−+=++−++−++++

nn
nnnnnnnnnnnnnnnn

Így 01 <−+ nn aa  tehát az an sorozat monoton csö kkenő .
Megállapítható továbbá, hogy a sorozatnak csak pozitív elemei vannak (an > 0, mert mind a
nevező , mind a számláló pozitív), ezé rt a ’0’ a sorozatnak alsó korlátja (mé g ha nem is ez a
legnagyobb alsó korlát); tehát a sorozat konvergens.
A fenti té tel hátránya, hogy csak a konvergencia té nye állapítható meg segítsé gé vel, a
határé rté k nem.
Szinté n a konvergencia vizsgálatához hasznos té tel ( bizonyítás né lkü l):
Ha egy an sorozatról nem tudjuk eldö nteni, hogy konvergens-e, de találunk olyan bn, cn
sorozatokat, melyekre igaz minden elemre, vagy egy vé ges sorszámú elemtő l kezdő dő en:

nn ba ≤ , é s Hbnn
=

∞→
lim valamint nn ac ≤ , é s Hcnn

=
∞→

lim

Tehát a sorozatnál nagyobb é s a sorozatnál kisebb sorozat is ugyanoda tart, ha n minden
határon túl nő , ekkor an is konvergens, é s Hann

=
∞→

lim  (Rendő r elv: ha melletted két oldalrő l

áll egy-egy rendő r (le vagy tartó ztatva) és mind e kettő  ugyanoda megy, akkor te is csak
ugyanoda tudsz menni)

Műveletek sorozatokkal (bizonyítá s nélkü l)
Ha adottak an é s bn konvergens sorozatok, melyeknek határé rté ke A é s B, akkor:

( ) BAba nnn
+=+

∞→
lim ( ) BAba nnn

−=−
∞→

lim

( ) Acac nn
⋅=⋅

∞→
lim ( ) BAba nnn

⋅=⋅
∞→

lim ( ) kk
nn

Aa =
∞→

lim

0_lim ≠=







∞→

Bha
B
A

b
a

n

n

n
( ) 0;0_lim ≥≥=

∞→
AahaAa n

kk
nn

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


Sorozatok                                                                         5                                                               BHM: 02.06.13.

5

Nevezetes sorozatok
Lé teznek bizonyos elemi sorozatok, melyeknek határé rté ké t már korábban kiszámították, é s
amelyekbő l a legtö bb sorozat felé píthető .

( ) cc
n

=
∞→

lim 01lim =







∞→ nn
( ) 1lim =

∞→

n
n

n

( )
1_
1_

1
0

lim
=
<





=
∞→ qha

qha
qn

n
( ) 0_1lim >=

∞→
chacn

n
( ) ∞=

∞→
n

n
lim , azaz nincs vé ges határé rté k

( ) 1lim =
∞→

n
n

n 71.211lim ≈=





 +

∞→
e

n

n

n

k
n

n
e

n
k

=





 +

∞→
1lim

Példá k, megoldá si mó dszerek
Racionális tört (polinomok hányadosa):
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−  é s meg kell állapítanunk a ( ) Aann

=
∞→
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határé rté ket.
A számláló n-nek k-adfokú polinomja, a nevező  n-nek g-edfokú polinomja. Megoldásához

szorozzuk be a számlálót é s a nevező t gn
1 -vel.
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A határé rté ket ké pezve:

















⋅+⋅++⋅+

⋅+⋅++⋅+⋅

−−

−+−−−

∞→

gggg

ggkgkkgk

n

n
h

n
h

n
hh

n
sz

n
sz

n
sz

n
sz

11...1

11...11

lim
0111

01111

Ez egy ö sszetett sorozat, mé gpedig konstanssal szorzott sorozatok ö sszegé nek hányadosa.
Felhasználhatjuk az ezekre a műveletekre é rvé nyes szabályokat, így az egyes ré szsorozatok
helyett behelyettesíthetjü k a határé rté keiket.
A nevező :
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A nevezetes sorozatok alapján ( ) ( ) ggnn
hhcc =⇒=

∞→∞→
limlim  é s

01lim =







∞→ nn
 ezé rt 

n
1  hatványainak is 0 a határé rté ke. Így a nevező  határé rté ke:

ggggggn
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n
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 ⋅+⋅++⋅+ −−∞→

00...011...1lim 0111

A számlálónak, fokszámától fü ggő en, három határé rté ke lehet:

• Ha a számláló fokszáma kisebb a nevező é né l (g>k), csak 
n
1  hatványai szerepelnek benne,

a határé rté ke nulla, így a sorozat határé rté ke is nulla (4. oldal):

000...0011...11lim 01111 =++++=
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( )
g
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a 0lim =
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• Ha a számláló fokszáma egyenlő  a nevező é vel (g=k), a határé rté ke szk:
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 ⋅+⋅++⋅+⋅ −−∞→

00...011...11lim 011110  a sorozat

határé rté ke : ( )
g

k
nn h

sza =
∞→

lim

• Ha a számláló fokszáma nagyobb nevező é né l (g<k), a számlálóban n hatványai is
szerepelnek, melynek nem lé tezik vé ges határé rté ke; így se a számlálónak, se a sorozatnak
nincs vé ges határé rté ke (4. oldal):
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Pé ldául:
1:
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2

2

2

2

23

17125

171523

1

1

725
7523

nn

nn
n

n

n
nn

nnnan

⋅+⋅+−

⋅−⋅++⋅−
=⋅

++−
−++−

=

( )∞=
++−

+++∞−
=

















⋅+⋅+−

⋅−⋅++⋅−

∞→ 005
002

17125

171523
lim

2

2

nn

nn
n

n

Hasonló módszerrel lehet racionális hatványtört határé rté ké t számítani:

43

21

chc
cszca n

n

n +⋅
+⋅

= ; sz > 1, h > 1; é s meg kell állapítanunk a ( ) Aann
=

∞→
lim  határé rté ket.

Szorozzuk be a számlálót é s a nevező t nh
1 -vel:

n

nn

nn

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

h
cc

h
c

h
szc

h
c

h
hc

h
c

h
szc

h

h
chc
cszc

chc
cszca







⋅+







⋅+






⋅

=
⋅+⋅

⋅+⋅
=⋅

+⋅
+⋅

=⋅
+⋅
+⋅

=
1

1

1

1

1

1

1

43

21

43

21

43

21

43

21

111 <⇒>
h

h  így 01lim =







∞→

n

n h
(4. oldal)

( ) 















⋅=



















+

+





⋅

=
∞→∞→∞→

n

n

n

nnn h
sz

c
c

c
h
szc

a lim
0

0
limlim

3

1

3

1

Az 
h
sz  é rté ktő l fü ggő en a határé rté k szinté n háromfé le határé rté ke lehet (4. oldal).

• Ha 1<
h
sz , a határé rté k 0

• Ha 1=
h
sz , a határé rté k ( )

3

1lim
c
cann

=
∞→
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• Ha 1>
h
sz , nincs vé ges határé tré k

Pé ldák:
1:

75
623

2 +
+⋅

= +n

n

na ; é s meg kell állapítanunk a ( ) Aann
=

∞→
lim  határé rté ket.

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

na






⋅+







⋅+






⋅

=⋅
+⋅
+⋅

=⋅
+⋅
+⋅

=
+⋅
+⋅

=
+
+⋅

= +

5
1725

5
16

5
23

5
1
5
1

7525
6231

7525
623

7525
623

75
623

2

0
025
00

5
1725

5
16

5
23

lim =
+
+

=

























⋅+







⋅+






⋅

∞→ n

nn

n

2:

75
653

2 +
+⋅

= +n

n

na ; é s meg kell állapítanunk a ( ) Aann
=

∞→
lim  határé rté ket.

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

na






⋅+







⋅+

=⋅
+⋅

+⋅
=⋅

+⋅
+⋅

=
+⋅

+⋅
=

+
+⋅

= +

5
1725

5
163

5
1
5
1

7525
6531

7525
653

7525
653

75
653

2

25
3

025
03

5
1725

5
163

lim =
+

+
=

























⋅+







⋅+

∞→ n

n

n

3:

73
653

2 +
+⋅

= +n

n

na ; é s meg kell állapítanunk a ( ) Aann
=

∞→
lim  határé rté ket.

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

na






⋅+







⋅+






⋅

=⋅
+⋅
+⋅

=⋅
+⋅
+⋅

=
+⋅
+⋅

=
+
+⋅

= +

3
179

3
16

3
53

3
1
3
1

739
6531

739
653

739
653

73
653

2

( )∞=
+

+∞⋅
=

























⋅+







⋅+






⋅

∞→ 09
03

3
179

3
16

3
53

lim n

nn

n

∞-∞ típusú  feladatok:
1:

58 22 −−+= nnan  meg kell állapítanunk a ( ) Aann
=

∞→
lim  határé rté ket.

Itt felhasználjuk az ( ) ( )bababa −⋅+=− 22  azonosságot.
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( ) ( )
58
5858158

22

22
2222

−++

−++
⋅−−+=⋅−−+=

nn
nnnnnnan

( )
58

13
58

58
58

58
2222

22

22

22

−++
=

−++

+−+
=

−++

−−+
=

nnnn
nn

nn
nnan

Most a nevező ben a gyö kjelek alól emeljü nk ki az n2-t!

222
2

2
2

2
2

2
2 5181

13
5181

13
5181

13

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

an

−++
=

−++
=







 −+






 +

=

0
2
13lim

11
13lim

0101
13lim

5181

13lim

22

=





=








+
=








−++

=



















−++
∞→∞→∞→∞→ nnnnn

n
n

n
n

nnnn

2:
538 22 −−+= nnan  meg kell állapítanunk a ( ) Aann

=
∞→

lim  határé rté ket.

Itt is felhasználjuk az ( ) ( )bababa −⋅+=− 22  azonosságot.

( ) ( )
538
5385381538

22

22
2222

−++

−++
⋅−−+=⋅−−+=

nn
nnnnnnan

( )
538

213
538

538
538

538
22

2

22

22

22

22

−++

−
=

−++

+−+
=

−++

−−+
=

nn
n

nn
nn

nn
nnan

Most a nevező ben a gyö kjelek alól emeljü nk ki az n2-t!

22

2

2
2

2
2

2

2
2

2
2

2

5381

213
5381

213
5381

213

n
n

n
n

n

n
n

n
n

n

n
n

n
n

nan

−++

−
=

−++

−
=







 −+






 +

−
=

( ) 








+
−

=







+
−

=







−++

−
=



















−++

−
∞→∞→∞→∞→ n

n
nn
n

nn
n

n
n

n
n

n
nnnn 31

213lim
31

213lim
0301

213lim
5381

213lim
222

22

2

Mint a racionális tö rtekné l:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−∞=
+

∞−
=








+
−

=
















+

−⋅
=

















⋅
+
−

=







+
−

∞→∞→∞→∞→ 31
0

31
20lim

31

2113
lim1

1

31
213lim

31
213lim

22 nn
n

n

n
n

n
n

n
nnnn

3:
58 22 −−+= nnnan  meg kell állapítanunk a ( ) Aann

=
∞→

lim  határé rté ket.

Itt is felhasználjuk az ( ) ( )bababa −⋅+=− 22  azonosságot.

( ) ( )
58
5858158

22

22
2222

−++

−++
⋅−−+=⋅−−+=

nnn
nnnnnnnnnan

( )
58

58
58

58
58

58
2222

22

22

22

−++

+
=

−++

+−+
=

−++

−−+
=

nnn
n

nnn
nnn

nnn
nnnan
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Most a nevező ben a gyö kjelek alól emeljü nk ki az n2-t!

22
22

2
22 5181

58
5181

58
5181

58

n
n

n
n

n

n
n

n
n

n

n
n

n
n

nan

−++

+
=

−++

+
=







 −+






 +

+
=







 +

=







+
+

=







−++

+
=



















−++

+
∞→∞→∞→∞→ n

n
nn

n
nn

n

n
n

n
n

n
nnnn 2

58lim
11

58lim
0101

58lim
5181

58lim

2

Mint a racionális tö rtekné l:

4
2

08lim
2

158
lim1

1

2
58lim

2
58lim =






 +

=














 ⋅+
=

















⋅
+

=





 +

∞→∞→∞→∞→ nnnn
n

n

n
n

n
n

n

Egy tipikus „állatorvosi beteg ló” pé lda:

n

nn

n n
na

735

21
2
1

+







 ++








=  meg kell állapítanunk a ( ) Aann
=

∞→
lim  határé rté ket.

Bontsuk ré szletsorozatokra (4. oldal):

0
2
1lim =








∞→

n

n
34.721lim 2 ≈=






 +

∞→
e

n

n

n

( ) ( ) ( ) 111lim7lim7lim =⋅=⋅=
∞→∞→∞→

n
n

n
n

n
n

nn

Így a határé rté k:

( ) 918.0
35

0lim
2

≈
+
+

=
∞→

eann

( )








∞→ n
n

n

sinlim A sin(n) ugyan nem konvergens sorozat de korlátos, tehát ( ) 1sin1 ≤≤− n

Ez alapján a nn a
n

b ≥=
1  é s 0lim =

∞→ nn
b ; továbbá nn a

n
c ≤

−
=

1  é s 0lim =
∞→ nn

c .

A rendő relv miatt így: 0lim =
∞→ nn

a
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