Sorozatok 1 BHM: 02.06.13.

Sorozatok

Intervallum, kérnyezet

I ntervallum:

Legyenek aésb valos szamok. Haa! b akkor a,b kijeldl egy intervallumot a val 6s szamok
halmazan. Ennek elemei azok az x valos szamok, haa< b, melyekrea< x <bigaz.

Az intervallum négy tipusi lehet:

Nyilt intervallum: (a, b) T {a<x <b} Jobbrol zart, balrol nyilt: (a, b] T {a<x £ b}
Zart intervallum: [a, b] T {a£ x £ b} Balrol zart, jobbrol nyilt: [a, b) T {a£ x < b}
Hab =¥ vagy b = -¥, akkor:

Nyilt a, ¥ intervallum: (a, ¥) 1 {a<x} Nyilt -¥, aintervallum: (-¥, a1 {x<a}
Zart a, ¥ intervallum: [a, ¥) 1 {a£ x} Zart -¥, aintervallum: (-¥,a 1 {x £ a
(Haezt az értelmezést felhasznaljuk, akkor avalos szamok halmaza a (-¥ ,¥) intervallumban
van)

Kornyezet:

Egy ¢ szam e sugaru teljes kornyezetébe az (c - €, ¢ + €) intervallum elemei tartoznak.
Egy c szam e sugaru kérnyezetébe az (c - €, ) és(c, ¢ + €) intervallum elemel tartoznak.
Tehat akornyezetbe nem tartozik bele c, csak ateljes kornyezetbe!

ce C cte c-e C cte
A A A A A
b Ng N
—
e e e e .
Belso pont, hatarpont: ’C’ e’ sugaru kornyezete °c’ ’e’ sugaru teljes kornyezete

Vegyiik [a, b] intervallumot.
[a, b]-nek ¢ belso pontja, hac eleme[a, b]-nek (a£ c £ b), és c-nek van olyan (tetszélegesen
kis kornyezete), melynek minden eleme eleme az [a, b]-nek is.
[a, b]-nek c hatarpontja, hac eleme[a, b]-nek (a£ c £ b), és c-nek nincs olyan (tetszélegesen
kis kornyezete), melynek minden eleme eleme elemei az [a, b]-nek is.

Pl. hacl [a b], ésa< c < b, akkor biztosan van olyan x szam,

melyrea<c-x<c(pl. c- x= arc P x= c-za) ha ¢ a-hoz van kozelebb

vagy c < c+x <b (pl. c+x:C+2bD x:b_zc)hacb-hezvankézelebb.

Ekkor biztosan a< ¢-x < (c-X, €) < c < (c, c+X) < c+Xx < b, tehat a (c-x, c) ésa(c, c+x)
intervallum elemei biztosan elemei [a, b]-nek, c belsé pont (lasd abra).

atc

O o

Az [a, b] intervallumnak a és b hatarpontjai, mert a-nak nincs olyan bal oldali b-nek nincs
olyan jobb oldali kornyezete, melynek elemel elemei lennének [a, b]-nek (mert (a-e, @) <a
ésb < (b, b+e)).
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A sorozat

Sorozatot alkotunk, ha atermészetes szamok halmazanak elemeihez hozzarendeljiik avalos
szamok halmazanak elemeit. A természetes szam megadja a hozza rendelt valos szam
sorszamat, azaz, hogy az hanyadik helyet foglal el a sorozatban. A sorozat megadasaval
megadjuk azt a szabalyt, amellybe az elem sorszamat behel yettesitve meghatarozhatjuk az
elemet.
Pl.: Ha a=n>-1

a=1-1=0  &=2>1=3  a=3-1=8... a=10%-1=99... stb.

Ha a sorszam véges, akkor az elem értéke a sorszamot a szabal yba hel yettesitve megkaphato
(legyen a sorszam barmilyen nagy, a mivelet elvileg elvégezhets). Sokszor van azonban
sziikség arra, hogy megallapitsuk, a sorozat hogyan viselkedik, ha a sorszamot minden
hataron tal noveljiik (akésobbiekben ezt tessziik pl. fliggvényértékszamitaskor kritikus
helyeken). Ahhoz hogy ezt eldonthessiik definialjunk két fogalmat:
Korlat:

A sorozatnak FK véges szam felsé korlatja, ha nincs olyan eleme amire FK < a,.

A sorozatnak AK véges szam also korlatja, ha nincs olyan eleme amire AK > a,.
A sorozat korlatos, havan also és felso korlatja.
A sorozat

minden hataron tal n6, ha nincs felsé korlatja,
minden hataron tal csokken, ha nincs alsé korlatja
A korlatok kozott kiemelkedéen fontos a
legkisebb felso korlat (sup [a)]) ésa
legnagyobb also korlat (inf [ag]),

hiszen ha a sorozat felveszi ezeket az értékeket, akkor megadja a sorozat maximumat és
minimumat.
Monotonitas:

A sorozat monoton né, haa, £ a,+1 minden n-re (ekkor a1 - & > 0).

A sorozat monoton csokken, haa, 3 a1 minden n-re (ekkor a1 - a, < 0).
A sorozat a sorszamot minden hataron tul névelve alapvetéen haromféleképpen viselkedhet:
- Minden hataron tul né vagy csokken.

Pl. az emlitett &= n’-1 sorozat minden hataron tal nd, hiszen ha feltessziik, hogy FK felss

korlatja, akkor az a, =n® - 1£ FK egyenlétlenség csak az €lsd n £ /FK +1 elemreigaz

atobbire nem. Tehat barmekkora véges szamot valsztok fel sékorlatnak, az mindig csak a
sorozat véges szamu elemére igaz atobbi (végtelen szamua) elemre nem. Alulrol viszont
korlatos a sorozat, hiszen minden tagja nem negativ szam.

Ugyanigy belathat, hogy a,= 1-n? sorozat minden hataron tal csikken (ez az €6z6
sorozat —1-szerese!).

Oszcillal.

Pl. az a,= sin(n) sorozat a szinuszfiiggvény definicioja miatt a
korlatos, hiszen -1 £ a, £ 1. Mégsem allapithaté meg, milyen i
értéket vesz fel, ha n-t minden hataron tal néveljiik, mert a .
szinuszfiiggvény 2p-re periodikus, tehat ha n-t noveljiik, akkor a!
figgvény jellege n 2p hosszusagu kornyezetében [n+p, n-p] :o
hasonlo, mint az n = 0 2p hosszasaga kornyezetében, a fiiggvény
nagy n esetén isugyanugy “hullamzik”, igy csak annyit tudunk, hogy a sorozat értéke —1
és 1 kozott “imbolyog”. Jelen példaban még csak azt sem mondhatjuk, hogy a sorozat
elemeibdl egy szakasz ismétl6dik, mert a periodus irracionalis szam, igy soha nem
fordulhat €l6, hogy n a peridédus valamelyik tobbszorosét adja.
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Hapl. asorozat a,= sin(0.1pn) lenne, akkor abban az elsé 20 elem ismétlédne a
végtelenségig (mert sin((20 +n)>0.1p ) = sin(n>0.1p ).

Szintén oszcillalé sorozat az a,= (-1)". Korlatos, mert csak két értéket vehet fel, a—1-t és
az 1-t, de n-t barmilyen nagynak vehetjiik fel, mindig valtakozik e két érték kozott.
Tovabbi oszcillalé sorozat az a,= n(-1)" is, melynek abszolut értéke minden hataron tal
n6, de felvaltva hol “+”, hol “— értéket vesz fel.

Konvergal.

Szemléletesen: minél nagyobb n, annal jobban megkozelit egy szamot, igy han minden
hataron tal né, akkor a sorozat hel yettesithet6 ezzel a szammal.

M:a, = nnl sorozat. Minél nagyobb n, annal kevésbé kiilonbozik egymastol n-1 ésn,

igy hanyadosuk egyre inkabb egy 1-hez kozeli szam. A hanyados azonban mindig kisebb
1-nél, mert n-1 mindig kisebb n.

Pl. fiiggvényvizsgalatkor nekiink az kell, hogy a fiigggvényt helyettesité sorozat
konvergaljon, mert ekkor azt monhatjuk, hogy ahova konvergal, azzal helyettesithetjiik a
figgvény értékét.
A konvergencia definiciéjat pontositsuk! Ehhez egy 1) fogalmat értel meziink:
Torlédas hely:
A sorozatnak ,,A” torlodasi pontja, ha,,A” tetszélegesen kis teljes kornyezetében a
sorozatnak végtelen sok eleme van.
Konvergens a sorozat, ha egy torlodasi helye van. Ebbél a definiciobol:
Egy sorozat ,,A”-hoz konvergal (,,A” —hoz tart, vagy ,,A” a hatarértéke), ha,,A”
tetszélegesen kis teljes kornyezetén kiviil véges szamu eleme van. (Azaz ,,A” és csak ,,A”
tetsz6legesen kis teljes kornyezetén beliil van a sorozatnak végtelen sok eleme.)
Matematikusabban leirva:
Egy sorozat ,,A”-hoz konvergal (,,A” —hoz tart), ha minden e > 0-hoz megadhat6 N, melyre
igaz:
han> N, akkor |A- a,|<e.
Itt |A- a, <e ,A” kisteljeskornyezetét, (A-e, A+e) intervallumot jelenti. N akdrnyezeten

kiviil maradt elemek darabszama, és az e-hoz tartozo kiiszobszamnak nevezik. Tehat a
sorozat konvergal ,,A”-hoz, ha tetszéleges pontossag megadasa mellett, mellyel &, eltérhet
,yA”-tol, ki tudjuk szamitani, hany elem tér el a megadott pontossagnal jobban.
Ha egy sorozat nem konver gens, akkor divergens (minden hataron tul né-csokken, vagy
oszcillal).
Példak:
- Az a,=n-1 sorozat divergens, mert nincs véges felso korlatja és igy minden hataron tal
no.
Az a= (-1)" sorozat divergens, mert két torl6dasi pontja van: a sorozatnak végtelen sok
—1 ésvégtelen sok 1 eleme van.

Az a, = n-1 sorozat konvergens. Azt mar korabban lattuk, hogy a, 1-t fogja
n

megkozeliteni, val 6szinileg ez lesz a hatarértéke.
Nézziik meg, kiszamithat6-e

1_n

A-a, =

<e egyenletbél e megadasaval az az N, melynél nagyobb n-re igaz

az egyenl6tlenség.
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N
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Tehat,han> N > ;L , akkor az egyenlétlenség igaz, maximum N elem tér el e-nal

jobban 1-t6l.
A konvergencia vizsgalatahoz hasznos tétel ( bizonyitas nélkiil):
Egy sorozat konvergens, ha
Monoton né és feliirdl korlatos
Monoton csokken és alulrol korlatos.

-ekkor hatarértéke akorlatja.
2

n°+n
P.az a, =

sorozatnal tetszéleges n-re:

n2
A g = (h+1P+n+1 n’+n_n’(h+1?+n*n+n’- (n+1°n°- (n+1°n _
nid " n (h+1) n’ n?(n+1)°
B nz(n2+2n+1)+n3+n2- (n2+2n+1)n2- (n2+2n+1)n
B n?(n+1)°

A nevezé mindig pozitiv (mert négyzetszamok szorzata). A szamlalo:

(h* +2n® +n?)+n® +n°- [0* +2n° +1%)- (n®+2n2 +n)=n®+n?- (n® +2n° +1n)=
=-n’-n<0

fgy a,., - a, <0 tehat az a, sorozat monoton csokkens.

Megallapithato tovabba, hogy a sorozatnak csak pozitiv elemei vannak (a, > 0, mert mind a
nevez6, mind aszamlalo pozitiv), ezért a’0’ a sorozatnak also korlatja (még hanemisez a
legnagyobb also korlat); tehat a sorozat konvergens.

A fenti tétel hatranya, hogy csak a konvergenciaténye allapithaté meg segitségével, a
hatarérték nem.

Szintén a konvergencia vizsgalatahoz hasznos tétel ( bizonyitas nélkiil):

Haegy a, sorozatrol nem tudjuk eldonteni, hogy konvergens-e, de talalunk olyan by, ¢,
sorozatokat, melyekre igaz minden elemre, vagy egy véges sorszamu elemtél kezdédoen:
a,£b,¢és ngbn =H valamint c,Ea,,¢és Li@rgcn =H

Tehat a sorozatnal nagyobb és a sorozatnal kisebb sorozat is ugyanodatart, ha n minden
hataron tal n6, ekkor a, is konvergens, és Ll@hg a, = H (Renddr elv: ha melletted két oldalrdl

all egy-egy renddr (le vagy tartoztatva) és mind e ketté ugyanoda megy, akkor teis csak
ugyanoda tudsz menni)

Muveletek sorozatokkal (bizonyitas nélkul)
Ha adottak &, és b, konvergens sorozatok, melyeknek hatarértéke A és B, akkor:
I!@ng(an+bn):A+B lim(a, - b)=A- B

n® ¥

. _ , _ - kK)_ Ak
LI@hQ(C >Gn) =CxA LI®T(an >43n) = AxB LI®T(an )_ A
: 0_A . _ i
Lg@ng?”;—ng—gha_B 10 L!@rQ(Va—n)— Aha_a,? 0;A% 0
4
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Nevezetes sorozatok

L éteznek bizonyos elemi sorozatok, melyeknek hatarértékét mar korabban kiszamitottak, és
amelyekbol alegtobb sorozat felépithets.

. _ . Nl (=)

im(e)=c in9=o0 i) =1

Iim(q”):\! ha_q<1 Iim(Q/E):JJha c>0 lim(n) = ¥ , azaz nincs véges hatarértek
n®¥ ,:\1ha_q:1 n® ¥ - n®¥ ' g
=) : 19 _ : ko _

Ll@@(\/n)—l L!@ngghﬁg —e» 271 L!@ngghﬁg = e

Példak, megoldasi modszerek

Racionalistort (polinomok hanyadosa):

g = TN HFZ N T+ A2 N+
" hyn®+h ¥+ +honth

hatarértéket.

A szamlal6 n-nek k-adfoka polinomja, a nevezé n-nek g-edfoka polinomja. Megoldasahoz

ésmeg kell allapitanunk a I|®n;|(an) =A

il e v 1
szorozzuk be a szamlal 6t és a nevezot — -vel.

n
1
k k-1 k k-1 —
a _ SNtz N +...+szi><n+szoxl:szkm +82, M+ +sZ N+ SZ, Y
" hyxn®+h T+ +hn+h hyx®+h %'+ +hxn+h 1
ng
n k-1 n sz,
SZ X—+sZ Xttt
a = n® ~ nf n® n°
" n’ no* n  h
h,x—+h, ,x—+.+hx_+-"2
9 no g-1 ne n® n¢
1 N 1 - 1 N 1
SZk ng-k Szk-l ng-k+1 " Szl ng-]_ SZO ng
&= 1 1 1
h,+h, , x> +..+hx "~ +h x=
g o1 not 0 o
A hatarértéket képezve:
s ><71 + ><71 + ...+ xil + X—l 0
gszk g-k SZk—l g-k+1 Szl g-1 SZO g -
lim¢ L L -
n® ¥ 1 1 1 -
g hy+h, X +..+hx " +h x" I

Ez egy 6sszetett sorozat, mégpedig konstanssal szorzott sorozatok sszegének hanyadosa.
Felhasznalhatjuk az ezekre a miivel etekre érvényes szabal yokat, igy az egyes részsorozatok
helyett behel yettesithetjiik a hatarértékeiket.

A nevezd:
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1 14
m%g +hy, =+ +h +h 2=
® ¥ @& n ng ngg

Y . 19
=t i < 2o+ il e
A nevezetes sorozatok alapjan Ilm() ch lim hg) h, és

I!® rggé—— 0 ezért = hatvanyal nak is 0 a hatarértéke. igy anevezs hatarértéke:
ne¥an g n
1 1 19
||ma?1g+h x= +, +h1x—+h x_ =h,+0+..+0+0=h,
n®¥e n n n g

A szamlalonak, fokszamatol fiiggéen, harom hatarértéke |ehet:
Ha a szamlal 6 fokszama kisebb a nevezéénél (g>k), csak 1 hatvanyai szerepelnek benne,
n
ahatarértéke nulla, igy a sorozat hatarértéke is nulla (4. oldal):

||m8%2kx—+52k1 1 Xt +521x—1+h xi__0+0+ .+0+0=0
ne¥@& n% n’ g

ima,) =

n® ¥
g

Ha a szamlal6 fokszama egyenl6 a nevezéével (g=k), a hatarértéke szy:

ng& ><—+szk1><i+ -+ ngll hoxnig%szk +0+...+0+0= sz, asorozat
hatarértéeke : I|m( )= %

¢]
Ha a szamlal6 fokszama nagyobb nevezéénél (g<k), a szamlaloban n hatvanyai is
szerepelnek, melynek nem létezik véges hatarértéke; igy se a szamlalonak, se a sorozatnak
nincs véges hatarértéke (4. oldal):

0_
Ll@”gg%zkxm—.k”szk.lxﬂ” +521"W+ho>‘n—;—
1
:L!@nggézkmk +sz, NI+ +szixﬁ+h x_9(—¥+¥+ +sz, +0+...+0 ¥)
Példaul:
1
3 2 _
a = 43n +32n J;5n 7 Iim(an):A:’?
2n"-9n°- 50" +2n+7  ne¥
1 1 1 1
_-BnP2n245n-7 gt S TN PO T e
& =53 3 2 T 1 1 1
2n*-on*-5n*+2n+7 1, 41 1 ,1,.5.1
n* n n? n® n’
® .1 1 1 16
e on 2T T e T - 0+040-0
n®¥§2 9)(1 5xi+2xi 7xi: 2-0-0+0+0
n’ n* g
2:
6
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_-8n*-3n*+2n*+5n- 7 |
"o2n*-9n®-5n?+2n+7 ne¥

1 1 1
_-8nt- 3 an?4Bn- 7 pi T 8T I N, TN T,
n 4 3 2
n*-on*-Bn’+2n+7 1, g1 1 o1, o1
n* n n n® n*
S 1 1 10
”mg'8'3’?+2>‘?+5>‘?' Tl -8-040+0-0_
n®¥§2_ 9x7_5xi+2xi+7xi: 2'0' O+O+O
n n’ n® n* g
3
3 2 _
- 3n +22n +5n-7 I|m(an):A:’?
-on“+2n+7 ne ¥
1 1 1
4 =" 3n°+2n°+5n-7 2 _° 3><n+2+5>?- 7?
n 2
-5n*+2n+7 1 _5+2>&+7>&2
n’ n n
2 2) 1 16
- 3N+ 2+5%x- - Tx— %
||mg n n’ +:_¥+2+O+O(:¥)
n n @
Hasonlo modszerrel Iehet racionalis hatvanytort hatarértékét szamitani:
= w; sz>1, h> 1; ésmegkell allapitanunk a lim(a, ) = A hatarértéket.
C3><h +C, n® ¥

il re v 1
Szorozzuk be a szamlal 6t és a nevezit Nl -vel:

i c xin+c xi C 79 +C *9
:C1>GZ”+CZ><L:01>GZn+CZXh_”: "'h" 2 h"_  éhg ? éhg
"o+, c,h"+c, 1 LA ol
h" G A C, Hr C,+C, ¢+
1 -t
h>1p —<1ligylim¢c== =0 4. oldal
p <Lioylime = ( )
& o
(;’C]_)?z*— +0~ n
N o)
lim(a,) = lim% ehe :&ﬁim%igz
® ¥ e¥G ¢ +0 T ¢ ¥&hg g
2

Az % értéktol fiiggden a hatarérték szintén haromféle hatarértéke lehet (4. oldal).

Ha st <1, ahatarérték O

Sz

_ PNRT _G
Ha <= =1, ahatirértek LI@h;I(a.n) =

G
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Ha shz >1, nincs véges hatarétrék
Példak:
1

_3R"+6 _, A , _ N
8, = Sy, + ésmeg kel dllapitanunk a li ng(an) = A hatarértéket.

n n n n 1 387+ +6>€0

_3R"+6_32"+6 _3R"+6 ,_30"+6 5 _ &5g é5g
"TET 17 258 47 256 47 256 +7 1 g
= 25+7>€é‘

5ﬂ

B B8 0
93>€Eg9 L0
limS__€59 €55 +_ 0+0 _

ne¥C o : 25+0
¢ =R

_3%"+6 _, A , _ N
8, = oz, esmeg kell dllgpitanunk a i ng(an) = A hatarértéket.

n n n n 3+6>€0

_38'+6_36"+6 _ 36'+6  _ 36" +6 5n
"TET47 256 47 256 +7 256 +7 1 6
25+7>q"§El

5n

¢3+6&2 *

jim¢— €5 *_ 3+0 _ 3

n®¥(,:25+7 On: 25+0 25
g é50 7

3

_3%5"+6 A , _ R

8, = 7,7 esmeg kell dllgpitanunk a i m(a,) = A hatarérteket.

1 220 +6>€Elo
_36'+6_386"+6_36"+6 36" +6 3 _ e3g

T L7 9@ 47 9@ 47 9@ +7 1 g
3 9+7>€E3l
C3xc-+ +6xc-+ ~
||m§ >§ﬂ ég 3X¥+O:

n® ¥ o : 9+0
g ol 2

¥ -¥ tipusa feladatok:
1

a, =Jn?+8- Vn?- 5 megkell 4llapitanunk a I|®n;|(an) = A hatarértéket.
Itt felhasznaljuk az a® - b? = (a+b)xa- b) azonossigot.
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@ =58 S S

n?+8- (n2-5) _ n?+8-n’+5 _ 13

Jn?+8+Yn?-5 Jn?+8+Yn*-5 Jn2+8+n?-5
Most a nevezdben a gyskjelek alol emeljiink ki az n*t!

Q= 13 _ 13 _ 13
" 2 80 2 50 2 8 2\/ 5 \/ 8 5
+— I+ - =X n°. 1+ — +-/n"_|1- n,/1+— +n 1-
\/n§ n’ g \/ngi n’ g i’ n’ i’ n’ n’ n’
& 0
lim& 13 _—Ilmg 13 9: ge 13 o_hmgé.Bo
no %G 8 5% @xdn/1+0+n/1- 0g ™¥én/l+n/lg "¥&2ng
g,n 1+ - +nJ1- - +
n? n’ g
2:
a, =n? +8- /3n? - 5 meg kel allapitanunk a Ii®nQ(an): A hatarértéket.
Itt is felhasznaljuk az a® - b? = (a+b)xa- b) azonossigot.
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a, =/n?+8n - \n? - 5 megkell allapitanunk a I|®n;|(an) = A hatarértéket.
Itt is felhasznaljuk az a® - b? = (a+b)xa- b) azonossigot.
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Sorozatok 10 BHM: 02.06.13.

Most a nevezdben a gyskjelek alol emeljiink ki az n*-t!
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Egy ti pi kus ,,éllatorvosi beteg 16” példa:

a, = ng meg kell allapitanunk a I|®n;|(an) = A hatarértéket.

Bontsuk részletsorozatokra (4. oldal):
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ipnly/7n)= g7 Hinlen )= 121
gy a hatarérték:
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|g98§L(n)9 A sin(n) ugyan nem konvergens sorozat de korlatos, tehat - 1£ si n(n) £1
w¥e N g

Ez dlapjana b, =15 a, éslimb, =0; tovabba c, :'—1£an éslimc, =0.
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A rendérelv miatt igy: I|®rg a,=0
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