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Komplex szamok

A komplex szamok szarmaztatasa:

Vannak masodfoku egyenletek, melyeknek nincs valos megoldasa. Ha 6nmagaban csak
emiatt vezették volna be a komplex szamokat, akkor mindmaig csak a matematikusok
jatszadoznanak vele, de néhany fizikai probléma vizsgalatakor latszott, hogy az életben
valahogy mégis megoldodik egy ilyen egyenlet és mitkodik alendéscsilapito, folyik az
aram, stb.

Nézziink egy ilyen esetet:

ax’ +bx+c=x*+x+425=0

Ennek megoldasai:
_-bx-b*-4ac _-1+1-17 -1+./-16 -1+4/-1 _
Xo = 22 = 5 = 5 = 2 =-05+2/-1

Ezt csak akkor tudjuk értelmezni, haugy fogjuk fel, hogy létezik egy szam, ami nem val6s
szam, és négyzetre emelve —1-t ad. Ezt atovabbiakban képzetes egységnek nevezziik és
- 1=i-ve jelsljiik.

A megoldasok ezek szerint osszetett (komplex) szamok, melyeknek van egy val6s és egy
képzetes tagja (része). A tagonként megadott (z=a + b ) komplex szamot algebrai
alakban megadott komplex szamnak hivjuk.

Hogy a kapott megoldasokat hogyan kell értelmezni azt meglatjuk késobb.

Matematikai miveletek komplex szamokkal algebrai alakban
Ha z =a +hi és z, =a, +h,i
Osszeadas (avalos részt avalos résszel, a képzetes részt a képzetes résszel kell
6sszegezni):
z+2,=(a +a,)+ (b +b,)
Kivonas (avalos részbdl avalosrészt, a képzetes részbél a képzetes részt kell kivonni):
z,+2,=(a,- 8,)+ (b, - b,)x
A komplex szam konjugaltja ( z):
A konjugilt (z) az akomplex szam amelyiknek képzetes tagja megegyezik z képzetes
tagjanak —1-szeresével. Ezt a szamot z-hez hozzaadva, az eredmény valos lesz.
Ha z=a+bi, akkor akonjugalt z=a- bi, mert z+z=a+bi+a- bi =2a.
Szor zas (minden tagot minden taggal):
2,2, = (&, +bi)(@, +b,i) =aa, +ab,i +abi +bb,i’
mivel i’ = -1 adefinicié alapjan:
47, = (aiaz - b1b2)+ (a1b2 + a2bl)>q-
Osztas (anevezo konjugaltjaval szorozzuk a szamlalot és a nevezot):
z _athi _a+hi ,_a+hi a-bi_aa, - abi+abi+bbi®
z, a,+bji a,+hi a,+bi a,-bi a’-abi+ahi-(bi)
mivel i’ = -1 adefinicié alapjan:
2z _(aa,- bb,)- (ab +ahb)i _(aa,- bb)- (ab, +ab) _(aa,- bb,) (ab, +ah)
2 8, - bi” 8, +b)’ 8, +b° & +b’
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Szorzas valos szammal:
cxz, =cxa, +bji)=cxa, +cxj

A komplex szam polarkordinatas alakja

Lathattuk, hogy a komplex szam tulgjdonképpen egy

szampar, egy rendezett szamkettés. Azt is lattuk, hogy Im

komplex szamok 6sszeadasakor-kivonasakor avalos 47T

részt avalos résszel, aképzetes részt aképzetes b,
résszel kell 6sszegezni-kivonni. 2, +27,
A sikvektorok szintén szamkett6sok, két vektort

6sszegezni-kivonni szintén komponesenként kell.
A komplex szamokat ezért sikvektorokkal lehet by )

Z

Re

szemléltetni: afiiggéleges tengelyre a képzetes

(Im = imaginar) tagot, a vizszintes tengelyre a &
valos (Re = real) tagot mérjiik fel. Pl. a

z, =a +hj ésa z, =a, +b,i komplex szamok
0sszegzését elvégezhetjiik vektorosan:

A komplex szamot szemlélteté vektort a Descartes-i kordinatain
kiviil megadjuk a polarkordinataival, az origobol avektor hosszaval |Z|
(|2 =r) ésavektor valostengellyel bezart szogével () ). Pozitiv a

j\iRe

sz6g ha az oramutaté jarasaval ellentétes iranyban mértiik fel. a
A vektor hosszaval definialjak az komplex szam abszoluat értékét.
Tehat akomplex szam két fébb, egymassal egyenértékii alakja:
Algebral alak: z=a+hi
Polarkordinatasalak: z=(|z;j)=(r;j) c=|d=r= [ + b7
Atvaltas a két alak kozétt: b
Algebraibol polarosba: > 2
r =+a’+b* aPitagorasz tétel alapjan. (megjegyzés:1: z és z abszolut értéke egyenls; 2:

r=va?+b? =(- af +b2 = Ja? +(- b? 1 /a2 +(bi)? , tehat aképletbe nincsi irval!)

i :arctg:1 j :arctgz
igj =2p w0 illewe redidnban "
a . -
] =180° +ar ctg— ] =p tarctg—
a a<0 a a<0
P.haz =3+2i, 2 =-3- 2i 'm
y 2 ~pmmme
.2 =2 ! |
tg] L= g = tg] , = 73 de _ ‘\j 1:
- 3 )2 r 80° 4. | Re
jo=ar ctgg =33.7° =0.58rad L — B
3 [ W 3
5 E | 1\</* ......................
j 2 = 180° +ar ctg_ = 213.7° =3.73rad : »72 “‘évv‘ﬁéi"r‘émszég-hasonléség
3 A S miatt

Polarosbol algebraiba:

2
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Ccosj :$ ¢és sinj :g a szogfiiggvények definiciojabol.
z=a+hi =rxcosj +ix>sinj =rxcosj +issnj )
z=rcosj +ixsinj ) ezttrigonometrikusalaknak hivjak.

Szogek atvaltasa
A teljes kor fokban 360°, radianban 2p. Aranyparokbol:

Radianbol fokba: j [°] = J[faO:g’<180

Fokbol radianba: j [rad] = -] [8]0):3

Matematikai miveletek komplex szamokkal polarkordinatas alakban:

Haz =(r;j,)ész=(r,)
Osszeadas, kivonas:
Az dsszeadas, kivonas csak algebrai alakban végezhet6 el!!!
Szor zas:
4, %2, = ((rl sz);(i 1t 2))
Trigonometrikus al akban:
lez2 = rlxrz ><COS(i 1+j 2)+i >Gn(| 1 +j 2))
Osztas:

z, _®@n 0. . \9

gt et Ol | RET BP9

5 égrm(l ) z)b
Trigonometrikus al akban:
i:ix(cos(j 1'j 2)+i>€in(i 1'j 2))
Z, I

Szorzas val6s szammal:

cxz=cXr;j )=((cx)i )
Trigonometrikus alakban:
cxz=cx {cosj +isinj )

A polarkordinatas alakban a fenti szabalyok felhasznalasaval 6sszeszorozvalelosztva két komplex szamot, az
eredmény bizonyithatoan megegyezik azzal (lasd késdbb), haalgebrai aakban végeztiik volna el a miivel etet.

Ennek bizonyitasara most nem térek ki, alényeg az, hogy afenti szabalyok ebbdl szarmaznak.

Hatvanyozas:

? = pxg=fornl® o +.0 D= (rifnd )

Trigonometrikus al akban:

2" =" cos(n’j )+ixsin(ny ))

Gyokvonas:
Wz = z0 (r:i o) azakomplex szam, melyre z," = z teljesil.
(( "}(n% o)) = 2 Eobsl:
r=r, =/r

i

j :nﬁoplozﬁ
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Mivel j -t,j +360°-t,j +720°-t,...,j +k>360°ki N -t nem tudjuk
megkiilonboztetni egymastol, azok aj o-k isjo megoldasok, melyekre:

i +k360° = b j o=+ K80 03 Im
k=0,1,2,3,... n n p

Lathato, hogy a gyskvonasnak végtelen sok )
megoldasa van, de ezek kozott csak n db kiilonbz6 K

van. Ez kénnyen belathato, hiszen k = n nél: 1 Re
N < i i kose0 \/ a
JO_F"'—n _F+36O —F—F+—n Jl+360°

k=n k=0
Tehat k = n esetén ugyanazt az eredményt kapjuk, mint k = 0-nal. Hak > n, k mindig
felbonthaté n tobbszorosenek és egy m < n maradéknak az ssszegére: k = (1,2,3...)x +m,

N tobbszorose 360° tobbszorosét adja hozza j o-hoz, ezért j [K] =] ,[m]

A gyokvonas eredménye: Im
=1._ 1
o & 60 = ~<
k x360° 22 k>X2p == ,/ . .
ﬁ_GJ—gﬁ’ = 9\/;8?+ p = p oo L
g n ; gn n ; k:2 60° \ 6
e k=012..n-1 Qg € k=012..n-1 Qg ! <17 Re
Trigonometrikus al akban: -1} 1 >
o OO k=32 7 k=5
k k ;T N 7
J_-\/?xgcosg? 60 i >sin 8? kose0” i R
g Qn n n n : ST k=4
k=0,1,2,..n-1 g e k=012,.n-1 gg Aecosj e megol désai
és a szabalyos hatszog.
=4r xgcosg? +| @ng?
¢n  n ¢n  n
e k=0,12,. nlg ek012n1gg

A gyokok abszolut értéke tehat megegyezik, két szomszédos kozt 360 illetve » szog van,
n n

ezért az origo koriil egy 8r sugart koron egy szabalyos n-sz6g csacspontjait adjak meg..
A komplex szam exponencialis alakja
A pontos matematikai bizonyitasok mell6zésével mutatom be az exponencialis alakot.

Vegyiink két exponencialis alaku (valos) szamot: s, = Re™; s, = R,e®. Nevezziik Rt
amplitadonak, x-t pedig exponensnek.

A két szam szorzata: Hatvanyozas:
535, =RERe” = RRE™™ = (Re") =R
A két szam hanyadosa: Gyékvonés:

s R _R s
s, R Rze ﬁ:@:ﬁegng

Lathatjuk, hogy az exponencialis alaka (valos) szam amplitadéja ugyanugy viselkedik, mint a
polaros alaka komplex szam abszoltt értéke; az exponencialis alaka (val6s) szam exponense
ugyanugy viselkedik, mint a polaros alakt komplex szam szége, ha a fenti mivel eteket
végezziik € rajta (kivétel a gyokvonas, ekkor figyelembe kell venni az n darab gyokot,
ugyanugy mint atrigonometrikus alakban!).

y)
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Ezért, hogy a szamitasokban ne egy nehezen kezelhet6 szampart, vagy egy hosszadalmasan
felirhato trigonometrikus alakot kelljen hasznalni, bevezették a komplex szam exponencialis
alakjat:

z=rx*

mellyel az exponencialis fliiggvények szabalyai szerint lehet szamolni (figyelve a gyokvonas
esetére). Az exponensben 1évé i szorzoé jelzi, hogy itt nem val6s exponencialis fiiggvényrdl,
hanem komplex szamrél van szo6.

A komplex eredmény értelmezése

Tegyiik fel, hogy a bevezetében leirt masodfoka egyenlet mondjuk egy auté lengéscsil-lapitojanak beallitasakor
akaszni fol-le mozgasara felirt masodrendi differencial-egyenlet megoldasa soran fordul €l (ez mar nem az
anyag része, csak egy szemlélteté példa). A matematikai alapok hianyaban legyen elég annyi, hogy a kaszni

osszetett mozgast végez, melynek egyik ssszetevsje X(t) = e +e®" aaky, ahol X, , amasodfoku egyenlet
gyokei. A kapott komplex gyokoket behel yettesitve:

X(t) — e(- 0.5+2% )% + e(- 05-2%pt _ e 0.5t ei>2>t +e 0.5t e 2t _

= e **(cos(2t) +i>sin(2t)) + e *(cos- 2t)+i>sin(- 2t)) =

= e **(cos(2t) +i>sin(2t) + cos(- 2t)+i>sin(- 2t))

Mivel sin(x) = - sin(- x) s cos(x) = cos(- x); ezert:

x(t) = € °* (cos(2t) +i >sin(2t) + cos(2t) - i >sin(2t)) = 2xe °* cos(2t)

A kaszni mozgasa egy exponencialisan csillapodé amplitadojt koszinuszos rezgés (ami nem tal j6 egy kocsiban,

hacsak nem akar valaki tengeribeteg lenni, még van mit allitani), itt a képzetes tag arezgés frekvencigjaval, a
valostag arezgés csillapodasanak mértékével aranyos:

2cos(2t)
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A szorzas polaros alakjanak és algebrai alakjanak azonossaga:
Algebral alakban:
47, = (aiaz - b1b2)+ (a1b2 + a2bl)>q-
Trigonometrikus alakban:
ZixZZ = r.1 ><r.2 ><COS(i 1 +j 2)+i >Sln(l 1 +j 2))
Bizonyitando, hogy algebrai alakban a szorzas miiveleti szabalyat alkalmazva ugyanazt az
eredményt kapjuk, mintha polarosban végeztiik volna el a miiveletet a polaros alak
szorzasszabalyaval. Ez igaz, haaz algebrai alakbol szamithato abszolut érték és szog
megegyezik a polaros alakéval.
Abszolut értékek:
Algebrai alak szabalyait hasznalva:

z2z)=/(aa, - bb,) +(ab, +an) =
= \/(aizazz - 2a,3,bb, + b12b22)+ (a12b22 +2ab,ab + azzblz) =
- x/a12a22 +a12b22 +a22blz +b12b22
Polaros alak szabalyait hasznalva: ' 3 ‘
2z/=/a’+b’ x[a,” +b = /la’ +b’Ja, +b) =
- [x/aizazz + alzbzz + a22b12 + blzbzz
Szogek:
Két szoget egyenl 6nek tekintiink, hatangensiik és szinuszuk egyenlé (Ha a szog nagyobb
360°-nal (j >k>x360° k =1,2,3...) akkor ] =) - k>x360° ).
Algebrai alak szabalyait hasznalva:

i _éa1b2+a2bu
“ " Zaa, - bb,
sinj ,_ = a1>¢)2+a2><bl _
ek, +a, ) + (8 %, - b, X, )
_ a, %, +a, %,
T + 28,80, +a,07)+ (620, - 28,300, +b7b7)
a, o, +a, X U

2@) D~

& /a’b,’ +ab1+a1a2+bb1ta|
Polaros alak szabalyait hasznalva (felhasznalva az addicios tétel eket):
b b ab+ab

tg(i +j ): tgj1+tgj2 — al a2 — alm éa2b1+a1b2l\i|
UM 1-gi g, 4 BB a3,-bb  Eaa,- by
a a a,a,

6
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sin , +j ,)=sinj ,xcosj , +sinj ,>cos , =
- b o b o a
\/a12+b12 \/322+b22 \/a22+b22 Ja12+b12
_ b, >, R b, %8, _¢ b, >, +b, >3, ;
\/(312 +b12)><(322 +b22) J(a12+b12)><(a22+b22) gJa12a22+a12b22+b12a22 +b12b226

Az osztasra ugyanigy végezhet6 el az azonossagvizsgalat.

Fontosabb komplex szamok:

z,=1=1+0% z,=-i=0+(- 1)x z, =-1+i=(- 1)+1%
z,=-1=-1+0% z,=1+i =1+1% z,=-1-i=-1+(- 1)
2, =i =0+1% z=1-i=1+(- 1)

A polaros alak az abrazolas alapjan:
n=r=r=r,=1

j ,=0°=360%j , =180°%j , =90%j , =270° =-90°,
illetve radianban:
P1=0=2p3j ,=pii =0
V2

:EZ

P
2 2

r5:r :r7:r8:

° -
j 5 =45%] { =315°=-45%] , =135%j , = 225° = - 135°,
illetve radianban:
=Py oy B B D _i
4 4 4 4 4 4

lgaz ez akkor is, haa komplex szam komponensel nem egységnyiek. Ezért célszeri
megj egyezni:

Ha az egyik komponens O, akkor r = ¥a nemzérus komponensys | = 90° illetve

p

tobbszorose (hogy hanyszorosa az az €l 6jeltél fiigg). Kiilonosen zs-t és z4-t ajanlatos
megj egyezni, hiszen itt szamitaskor az ar ctg fiiggvénybe nem tudunk behelyettesiteni
(tgj 3 :¥;tgj 4 -¥ )

P

Ha a két komponens megegyezik, akkor r = ¥az egyik komponensysx,/2 ; j =45° illetve

tobbszorose (hogy hanyszorosa az az el 6jeltdl fiigg).
Haafenti formaju komplex szamot adnak meg, a szamitasnal rovidebb Iehet egy gyors
vazlatos de el6jelheyes rajz, amivel elddl, hogy a szég 90° illetve 45° hanyszorosa.

Példak:
1.3-1+i =?azaz: z=-1+i® 3/z=7

A gyokvonasra polaros alakban ismeriink miiveleti szabalyt, ezért atvaltjuk polaros alakba:
z=-1+1xPbP a=-1b=1

r=va?+b? = (- 1 +12 =V12 +12 =2
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j =arctg—

a>0

o mivel a<O0 | :p+arct99
j =p tarctg— 2
a

a<0

Most radianban szamolunk, a szamologépet is at kell valtani radianral (DEG® RAD)
ar ctg(- 1) = - 0.78539 igy:
j =p - 0.78539 = 2.356

vagy haészrevessziik, hogy z az el6bb targyalt fontosabb komplex szamok koziil z7:

j =¥ =)
zzﬁ@osﬁﬂsinﬁg
4 4 g
0 00
\/_—\/Fxgcosg? kxp - +|>sm8? kxp ==
n Gn n “z
ek012n1g € k=012,..n-1 @y

e 0 )
Yz =\/7><gcos§—+—k Py >sina?— —k P

g ¢3 3 * ¢3 3 I
e k=012 @ e k=012 @y
@ ae'i) 0 ge'io 00
=3 2>¢}co +_>Qp ++i>x8nc— 4 4 k2P — =,
é g 3 z g 3 3 =
k= 012 v k=0,1,2 T
20
&
=¢/2 xgcosg?) |>sm8% k>2p 2
g G 3 - ¢4 3 °Z
e k=012 @ e k=012 @y

Hogy a gyokvonas szabal yat jobban megértsiik nézziik meg az eredményt (most fokban
szamolva, hogy szemléletesebb legyen):

2 c0s135° +isin135°)

(e} O o (o] O(_)
I—ﬁxcosg k>660+ .)gn?e,s +k><;60 "
g k=0,1,2 [7] e k=0,1,2 o5
® o) ) o 00
= 8/2 Scostase + K880+ T+i>einG45° + k>B60° =
g ¢ 3 ¢ 3 °z
e k=0,1,2 g e k=0,1,2 20
Behel yettesitve:
z, =%/2 qcos45° +isin45°)k =0
2, =¢/2 &osse + 2 O jsindse + 300 Ry =g
e & 3 g é 3 oo

z, = 8/2 {cos(45° +120°) +i sin(45° +120°)); k =1
=8/2 {cos(165°) +i sin(165°));k =1

8
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72005 . 720° 30
= 8/2 »acosPas° + 9+ isinda5° + Dy =2 ImA.
“ E Sg 3 g g 3 oo ,n,] 152
z, = 8/2 cos(45° + 240°) +i sin(45° + 240°)) k = 2 L
= 8/2 {cos(285°) +i sin(285°)); k = 2 = &) | re
82 \aeor 152
7, =82 &osse + 10900, gnBge + 1050700 _ 3
e e 3 (4] e 3 % \\\/:__k,,é
is =

z, =8/2 {cos(45° + 360°) +i sin(45° + 360°)); k = 3

= 8/2 {cos(45°) +isin(45°)); k =3
Tehat z, = z,, ak = 3 behelyettesitése mar nem adott Gj eredményt.

Vi sszahatvanyozva
= /2 qcog(3%45°) +i sin(3x45°)) = /2 {cos(135°) +i sin(135°))

z,> = /2 {cos(3%165°) +i sin(3x165°)) = /2 {cos(495°) + i sin(495°)) =
= /2 {cos(135° + 360°) +i sin(135° + 360°)) = /2 {cos(135°) +i sin(135°))

= /2 {cos(3285°) +i sin(3x285°)) = /2 {cos(855°) + i sin(855°)) =
= /2 {cos(135° + 2x360°) +i sin(135° + 2360°)) = /2 cos(135°) +i sin(135°))

z,=2+3 n

Mivel agyokvonasra és a hatvanyozasra csak polaros (trigonometrikus) alakban ismeriink
miiveleti szabalyt z,-t polaros alakba kell alakitani. Mivel z;-ben a szég értéke mellé nem
irtak ° jelet, a szoget radianban adtak meg, igy célszerii nekiink is radianban kiszamolni z,
szogét, a szamologépet at kell valtani radianral (DEG® RAD)

=7

|
N

2. z, =5(cos3+isin3)

=22 +3 =413
. b
j =arctg

" mivela>0j,=ar ctg& =ar ctg§ =0.9828
_ b a, 2
| =p +arctg—
a a<0
= /13(c0s0.9828 + i sin 0.9828)
El6szor mindig alegbelsé mivel ete(ke)t végezziik el:
Z" =r" cog(n>f )+issin(ny ))

= (@)5 (cos(0.98286) +i sin(0.98286)) = -[13° (cos(4.914) + i sin(4.914))

Aztan a gyokvonasok:

2 60
%=\/?chos§—+k +|>gng? k>Qp:
g erllzo,l,z,...q 1 g e k 0,1,2,. rrll gg
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r R/ 135 CO MO wook 01'2
3 g 3 20

e
32, =81 gcos€i638+ +|sn83638+2kp Q=012
e 3 og
Hogy akét gyskvonas gyokeit megkulénbéztethessﬁk, k helyett n-¢l jelslom &/z, kiilonbozs
gyokeit:
2np 0 a3+ 2np 60
= 5/58¢0 —+| sin 2=n=01.4
( g Sg 8 S ag
2np oo
s/z, =8/5 coa%.6+ +|sma%6+ “n=01.4
ﬁ 3 Sg- %) e 5 og

Aztan az osztas:

i::—lX(COS(i 17 2)+i>€in(i 17 2))

ZZ 2
%6%0 %6+2 +|S|n%6+2npoon 01..4
GCOS¢
VA e € [} e 5 gy
5 .
iz’ @g%oﬁ.638+2§)9+is'ngﬁ,638+2§)£k 012
g 29
( \/7 QCO 6%6 1638+2np 2kp O+|S|na66 1638+2np 2kp00
325 1 é 5 3 5 3 o
:i L an koo, . . ee &ﬂk000k01,2

cosc- 1.038+2pc—- —+++isin¢- 1.038+ 2pc—- —+=
s 6% ¥ TSl P85 3omyn=01..4
A fenti felirasmod azt jelenti, hogy minden olyan komplex szam megoldas, mely n ésk
lehetséges parosaibol (kombinacioibol pl. (n=0, k=0); (n=0, k=1), (n=0, k=2), (n=1, k=0) ...
stb.) eléallithato. Ez val 6jaban 12 darab kiilonb6zé megoldast jelent, de afenti felirasmoddal
egy egyenletben roviden kifejezheto.
P

3.2=-2 z,=5%° =7

N

f—l-

Alkitsuk at polarosba z;-t és z,-

z, —58%05 +|sm2§j

A sz6g |smet radianban van.
z; afontos komplex szamok koziil z, 2-szerese:

_ C_P _ P~ one @ p oo
n=2 =" =-"(=-90°)P 2o f_+|3|n_7__
' . 2 2( ) as 9 S(; 2g g 2 gg
223 = 538?:osg%xp—9+ [ Sing?%xg#:lZSg(‘:osf +isint

e 6oy 2 29

k2p ¢ 2p00
NVA 2cco +——+|sm-— k=01
(9 59 25 6 4 2 g
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Komplex szamok 11

BHM:02.06.13

1253%05 +isinP @
2 20

( k2poo

& co —p9+|smaep :k =01
g é 4 2 g g 4 2 gy
125 &po kpo P & po kZpgo

co =P M idn ==

2 sg 8 4g 2 g g2 g 4 g e
SN LG TS LG B D)
J2& €4 2 g &4 2 gy

4, 7=16 4/z=2

Ez egy beugratos feladat (atanarok épp ezért szeretik feladni). K6zépiskolaban megtanultuk,

hogy 16 = 2x22 2 = (- 2)K- 2)¥- 2)K-

2) ezért 4/16 2 és—2, mindegyik kétszeres gyok,

mivel az x* - 16 = 0 negyedfoki egyenletnek négy megoldasakell legyen. Tehat a
megoldasok: -2, -2, 2, 2. Csakhogy ez csak a val6s szamok halmazaraigaz. Komplexben:

z=16+0i ezadapjanr=16ésj =0=0°
z=16(cosO+isin0)
2poo

f—ﬁgcosng Orisn®+ PRy =-0123
& 4 20
illetve fokban a jObb atlathatoség érdekében: I Im
° 56 2i
%:ﬁ:mg&0§+k36 a6+k360 _k 01,23 v
e ¢ 29

Kifgtve és abrazolva:

k=0 z,, = 2(cos(0°) +isin(0°)) = Zoy, Rey

k=1 z,, = 2(cos(90°) +isin(90°)) -2 2

k=2 z,, = 2(cos(180°) +i sin(180°))

k=3 z,, = 2(cos(270°) +isin(270°)) = 2(cos(- 90°) +isin(- 90°)) VZ;‘I‘
Mind anégy megoldas abszolut értéke valoban 2 és szerepel koztik a2 ésa-2. A maradék
két megoldas viszont 2i és—2i, tehat nincsenek kétszeres gyokok. Ezt ugy altalanosithatjuk,
hogy a komplex szamok halmazan egy n-ed foku egyenletnek n kiilonb6zé gyoke lesz.
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