
Komplex szá mok                                                            1                                                                 BHM:02.06.13

1

Komplex szá mok

A komplex szá mok szá rmaztatá sa:

Vannak má sodfokú egyenletek, melyeknek nincs valós megoldá sa. Ha ö nmagá ban csak
emiatt vezették volna be a komplex szá mokat, akkor mindmá ig csak a matematikusok
já tszadozná nak vele, de néhá ny fizikai probléma vizsgá latakor lá tszott, hogy az é letben
valahogy mégis megoldódik egy ilyen egyenlet és műkö dik a lendéscsilapító, folyik az
á ram, stb.
Nézzü nk egy ilyen esetet:
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Ezt csak akkor tudjuk é rtelmezni, ha úgy fogjuk fel, hogy lé tezik egy szá m, ami nem valós
szá m, és négyzetre emelve –1-t ad. Ezt a tová bbiakban képzetes egységnek nevezzü k és

i=−1 -vel jelö ljü k.
A megoldá sok ezek szerint ö sszetett (komplex) szá mok, melyeknek van egy valós és egy
képzetes tagja (része). A tagonként megadott ( ibaz ⋅+= ) komplex szá mot algebrai
alakban megadott komplex szá mnak hívjuk.
Hogy a kapott megoldá sokat hogyan kell é rtelmezni azt meglá tjuk később.

Matematikai műveletek komplex szá mokkal algebrai alakban
Ha ibaz 111 +=  és ibaz 222 +=

Ö sszeadá s (a valós részt a valós résszel, a képzetes részt a képzetes résszel kell
ö sszegezni):

( ) ( ) ibbaazz ⋅+++=+ 212121

Kivoná s (a valós részből a valós részt, a képzetes részből a képzetes részt kell kivonni):
( ) ( ) ibbaazz ⋅−+−=+ 212121

A komplex szá m konjugá ltja ( z ):
A konjugá lt ( z ) az a komplex szá m amelyiknek képzetes tagja megegyezik z képzetes
tagjá nak –1-szeresével. Ezt a szá mot z-hez hozzá adva, az eredmény valós lesz.
Ha biaz += , akkor a konjugá lt biaz −= , mert abiabiazz 2=−++=+ .

Szorzá s (minden tagot minden taggal):
( )( ) 2

21122121221121 ibbibaibaaaibaibazz +++=++=
mivel 12 −=i  a definíció alapjá n:

( ) ( ) ibababbaazz ⋅++−= 1221212121

Osztá s (a nevező konjugá ltjá val szorozzuk a szá mlá lót és a nevezőt):
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mivel 12 −=i  a definíció alapjá n:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) i
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Szorzá s valós szá mmal:
( ) ibcacibaczc 11111 ⋅+⋅=+⋅=⋅

A komplex szá m polá rkordiná tá s alakja

Lá thattuk, hogy a komplex szá m tulajdonképpen egy
szá mpá r, egy rendezett szá mkettős. Azt is lá ttuk, hogy
komplex szá mok ö sszeadá sakor-kivoná sakor a valós
részt a valós résszel, a képzetes részt a képzetes
résszel kell ö sszegezni-kivonni.
A síkvektorok szintén szá mkettősö k, ké t vektort
ö sszegezni-kivonni szintén komponesenként kell.
A komplex szá mokat ezé rt síkvektorokkal lehet
szemlé ltetni: a fü ggőleges tengelyre a képzetes
(Im = imaginar) tagot, a vízszintes tengelyre a
valós (Re = real) tagot mé rjü k fel. Pl. a

ibaz 111 +=  és a ibaz 222 +=  komplex szá mok
ö sszegzésé t elvégezhetjü k vektorosan:
A komplex szá mot szemlé ltető vektort a Descartes-i kordiná tá in
kívü l megadjuk a polá rkordiná tá ival, az origóból a vektor hosszá val
( z = r ) és a vektor valós tengellyel bezá rt szö gével (ϕ ). Pozitív a
szö g ha az óramutató já rá sá val ellenté tes irá nyban mé rtü k fel.
A vektor hosszá val definiá ljá k a z komplex szá m abszolút értéké t.
Tehá t a komplex szá m ké t főbb, egymá ssal egyené rtékű alakja:

Algebrai alak: biaz +=
Polá rkordiná tá s alak: z = ( z ; ϕ) = ( r ; ϕ)

Átvá ltá s a ké t alak kö zö tt:
Algebraiból polá rosba:

22 bar +=  a Pitagorasz té tel alapjá n. (megjegyzés:1: z és z  abszolút é rtéke egyenlő; 2:

( ) ( ) ( )22222222 biabababar +≠−+=+−=+= , tehá t a képletbe nincs i írva!!)
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Pl. ha iz 231 += , iz 232 −−=

3
2tg

3
2tg 21 −

−
=== ϕϕ  de

 radar 58.07.33
3
2ctg1 =°==ϕ

radar 73.37.213
3
2ctg1802 =°=+°=ϕ

Polá rosból algebraiba:

Re
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z1
b1

a1 a2
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PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


Komplex szá mok                                                            3                                                                 BHM:02.06.13

3

r
a

=ϕcos  és 
r
b

=ϕsin  a szö gfü ggvények definíciójá ból.

( )ϕϕϕϕ sincossincos ⋅+⋅=⋅⋅+⋅=+= irrirbiaz
( )ϕϕ sincos ⋅+⋅= irz   ezt trigonometrikus alaknak hívjá k.

Szö gek á tvá ltá sa
A teljes kö r fokban 360°, radiá nban 2π. Ará nypá rokból:

Radiá nból fokba: 
π

ϕ
ϕ

°⋅
=°

180][][ rad

Fokból radiá nba: 
°
⋅°

=
180

][][ πϕ
ϕ rad

Matematikai műveletek komplex szá mokkal polá rkordiná tá s alakban:

Ha ( )111 ;ϕrz =  és ( )222 ;ϕrz =
Ö sszeadá s, kivoná s:

Az ö sszeadá s, kivoná s csak algebrai alakban végezhető el!!!
Szorzá s:

( ) ( )( )212121 ; ϕϕ +⋅=⋅ rrzz
Trigonometrikus alakban:

( ) ( )( )21212121 sincos ϕϕϕϕ +⋅++⋅⋅=⋅ irrzz
Osztá s:

( )







−








= 21

2

1

2

1 ; ϕϕ
r
r

z
z

Trigonometrikus alakban:

( ) ( )( )2121
2

1

2

1 sincos ϕϕϕϕ −⋅+−⋅= i
r
r

z
z

Szorzá s valós szá mmal:
( ) ( )( )ϕϕ ;; rcrczc ⋅=⋅=⋅

Trigonometrikus alakban:
( )ϕϕ sincos ⋅+⋅⋅=⋅ irczc

A polá rkordiná tá s alakban a fenti szabá lyok felhaszná lá sá val ö sszeszorozva/elosztva ké t komplex szá mot, az
eredmény bizonyíthatóan megegyezik azzal (lá sd ké sőbb), ha algebrai alakban végeztü k volna el a műveletet.
Ennek bizonyítá sá ra most nem té rek ki, a lényeg az, hogy a fenti szabá lyok ebből szá rmaznak.
Hatvá nyozá s:

( ) ( )( )ϕϕϕϕ ⋅=












 +++⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= nrrrrzzzz n

nnn

n ;...;......
...21...21...21

Trigonometrikus alakban:
( ) ( )( )ϕϕ ⋅⋅+⋅⋅= ninrz nn sincos

Gyökvoná s:
( )000 ;ϕrzzn ==  az a komplex szá m, melyre zz n =0  teljesü l.

( ) ( ) ( )( ) 000 ;; znrrz n =⋅== ϕϕ  Ebből:
nn rrrr =⇒= 00

n
n ϕ

ϕϕϕ =⇒⋅= 00
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Mivel ϕ -t, °+ 360ϕ -t, °+ 720ϕ -t, … , Nkk ∈°⋅+ ;360ϕ -t nem tudjuk
megkü lö nbö ztetni egymá stól, azok a ϕ0-k is jó megoldá sok, melyekre:

,...3,2,01;360360 00
,...3,2,1,0

=
°⋅

+=⇒⋅=°⋅+
=

k
n

k
n

nk
k

ϕ
ϕϕϕ

Lá tható, hogy a gyö kvoná snak végtelen sok
megoldá sa van, de ezek kö zö tt csak n db kü lö nbö ző
van. Ez kö nnyen belá tható, hiszen k = n né l:
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k
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ϕϕϕϕ
ϕ

Tehá t k = n esetén ugyanazt az eredményt kapjuk, mint k = 0-ná l. Ha k > n, k mindig
felbontható n tö bbszö rö sének és egy m < n maradéknak az ö sszegé re: ( ) mnk +⋅= ...3,2,1 ,
n tö bbszö rö se 360° tö bbszö rö sé t adja hozzá  ϕ0-hoz, ezé rt ][][ 00 mk ϕϕ =
A gyö kvoná s eredménye:
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Trigonometrikus alakban:
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1,...2,1,01,...2,1,0

1,...2,1,01,...2,1,0
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A gyö kö k abszolút é rtéke tehá t megegyezik, ké t szomszédos kö zt 
n

°360  illetve 
n
π2  szö g van,

ezé rt az origó kö rü l egy n r  sugarú kö rö n egy szabá lyos n-szö g csúcspontjait adjá k meg..

A komplex szá m exponenciá lis alakja

A pontos matematikai bizonyítá sok mellőzésével mutatom be az exponenciá lis alakot.
Vegyü nk ké t exponenciá lis alakú (valós) szá mot: 1

11
xeRs = ; 2

22
xeRs = . Nevezzü k R-t

amplitúdónak, x-t pedig exponensnek.
A ké t szá m szorzata:

2121
212121

xxxx eRReReRss +==⋅
A ké t szá m há nyadosa:

21

2

1

2

1

2

1

2

1 xx
x

x

e
R
R

eR
eR

s
s −==

Hatvá nyozá s:
( ) ( )11

111
xnnnxn eReRs ⋅==

Gyö kvoná s:









== n
x

nn xn eReRs
1

1
111

Lá thatjuk, hogy az exponenciá lis alakú (valós) szá m amplitúdója ugyanúgy viselkedik, mint a
polá ros alakú komplex szá m abszolút é rtéke; az exponenciá lis alakú (valós) szá m exponense
ugyanúgy viselkedik, mint a polá ros alakú komplex szá m szö ge, ha a fenti műveleteket
végezzü k el rajta (kivé tel a gyö kvoná s, ekkor figyelembe kell venni az n darab gyö kö t,
ugyanúgy mint a trigonometrikus alakban!).

Im

Re

z
b

a

ϕ1+360°

P

ϕ1

Im

Re

k=0

k=1

k=2

k=3

k=4

k=5

1-1

i

-i
A 6 sincos ϕϕ i+  megoldá sai
és a szabá lyos hatszö g.

60°
6
ϕ
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Ezé rt, hogy a szá mítá sokban ne egy nehezen kezelhető szá mpá rt, vagy egy hosszadalmasan
felírható trigonometrikus alakot kelljen haszná lni, bevezették a komplex szá m exponenciá lis
alakjá t:

ϕ⋅⋅= ierz
mellyel az exponenciá lis fü ggvények szabá lyai szerint lehet szá molni (figyelve a gyö kvoná s
eseté re). Az exponensben lévő i szorzó jelzi, hogy itt nem valós exponenciá lis fü ggvényről,
hanem komplex szá mról van szó.

A komplex eredmé ny é rtelmezé se

Tegyü k fel, hogy a bevezetőben leírt má sodfokú egyenlet mondjuk egy autó lengé scsil-lapítójá nak beá llítá sakor
a kaszni fö l-le mozgá sá ra felírt má sodrendű differenciá l-egyenlet megoldá sa sorá n fordul elő (ez má r nem az
anyag része, csak egy szemlé ltető pé lda). A matematikai alapok hiá nyá ban legyen elég annyi, hogy a kaszni
ö sszetett mozgá st végez, melynek egyik ö sszetevője ( ) txtx eetx ⋅⋅ += 21  alakú, ahol 2,1x  a má sodfokú egyenlet
gyö kei. A kapott komplex gyö kö ket behelyettesítve:

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )tittite

titetite
eeeeeetx

t

tt

tittittiti

2sin2cos2sin2cos
2sin2cos2sin2cos

5.0

25.0

25.025.025.025.0

−⋅+−+⋅+=

=−⋅+−+⋅+=

=+=+=

−

−−

⋅⋅−−⋅⋅−⋅⋅−−⋅⋅+−

Mivel ( ) ( )xx −−= sinsin  és ( ) ( )xx −= cossco ; ezé rt:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )tetittitetx tt 2cos22sin2cos2sin2cos 5.05.0 −− ⋅=⋅−+⋅+=
A kaszni mozgá sa egy exponenciá lisan csillapodó amplitúdójú koszinuszos rezgés (ami nem túl jó egy kocsiban,
hacsak nem akar valaki tengeribeteg lenni, még van mit á llítani), itt a képzetes tag a rezgés frekvenciá já val, a
valós tag a rezgés csillapodá sá nak mé rtékével ará nyos:
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A szorzá s polá ros alakjá nak é s algebrai alakjá nak azonossá ga:
Algebrai alakban:

( ) ( ) ibababbaazz ⋅++−= 1221212121

Trigonometrikus alakban:
( ) ( )( )21212121 sincos ϕϕϕϕ +⋅++⋅⋅=⋅ irrzz

Bizonyítandó, hogy algebrai alakban a szorzá s műveleti szabá lyá t alkalmazva ugyanazt az
eredményt kapjuk, mintha polá rosban végeztü k volna el a műveletet a polá ros alak
szorzá sszabá lyá val. Ez igaz, ha az algebrai alakból szá mítható abszolút é rték és szö g
megegyezik a polá ros alakéval.
Abszolút é rtékek:

Algebrai alak szabá lyait haszná lva:
( ) ( )

( ) ( )
[ ]2

2
2

1
2

1
2

2
2

2
2

1
2

2
2

1

2
1

2
21221

2
2

2
1

2
2

2
12121

2
2

2
1

2
1221

2
212121

22

bbbabaaa

bababababbbbaaaa

bababbaazz

+++=

=++++−=

=++−=

Polá ros alak szabá lyait haszná lva:
( )( )

[ ]2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

2
121

bbbabaaa

babababazz

+++=

=++=+⋅+=

Szö gek:
Ké t szö get egyenlőnek tekintü nk, ha tangensü k és szinuszuk egyenlő (Ha a szö g nagyobb
360°-ná l ( ...3,2,1,360 =°⋅> kkϕ ) akkor °⋅−= 360kϕϕ  ).
Algebrai alak szabá lyait haszná lva:









−
+

=
2121

221
21

tg
bbaa
baba

zzϕ

( ) ( )

( ) ( )













+++

⋅+⋅
=

=
+−+++

⋅+⋅
=

=
⋅−⋅+⋅+⋅

⋅+⋅
=⋅

2
1

2
2

2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1

1221

2
1

2
22121

2
2

2
1

2
1

2
22121

2
2

2
1

1221

2
1221

2
1221

1221

22

sin
21

bbaababa
baba

bbbbaaaababbaaba
baba

bbaababa
baba

zzϕ

Polá ros alak szabá lyait haszná lva (felhaszná lva az addíciós té teleket):

( ) 







−
+

=
−
⋅
+

=
⋅−

+
=

⋅−
+

=+
2121

2112

21

2121

21

2112

2

2

1

1

2

2

1

1

21

21
21

1tgtg1
tgtgtg

bbaa
baba

aa
bbaa

aa
baba

a
b

a
b

a
b

a
b

ϕϕ
ϕϕ

ϕϕ
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( )

( ) ( ) ( ) ( ) 











+++

⋅+⋅
=

+⋅+

⋅
+

+⋅+

⋅
=

=
+

⋅
+

+
+

⋅
+

=

=⋅+⋅=+

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

1221
2

2
2

2
2

1
2

1

12
2

2
2

2
2

1
2

1

21

2
1

2
1

1
2

2
2

2

2
2

2
2

2

2
2

1
2

1

1

122121 cossincossinsin

bbabbaaa
abab

baba
ab

baba
ab

ba
a

ba
b

ba
a

ba
b

ϕϕϕϕϕϕ

Az osztá sra ugyanígy végezhető el az azonossá gvizsgá lat.

Fontosabb komplex szá mok:
iz ⋅+== 0111

iz ⋅+−=−= 0112

iiz ⋅+== 103

( ) iiz ⋅−+=−= 104

iiz ⋅+=+= 1115

( ) iiz ⋅−+=−= 1116

( ) iiz ⋅+−=+−= 1117

( ) iiz ⋅−+−=−−= 1118

A polá ros alak az á brá zolá s alapjá n:
14321 ==== rrrr

°−=°=°=°=°=°= 90270;90;180;3600 4321 ϕϕϕϕ ,
illetve radiá nban:

22
3;

2
;;20 4321

ππ
ϕ

π
ϕπϕπϕ −======

2‘8765 ==== rrrr
°−=°=°=°−=°=°= 135225;135;45315;45 8765 ϕϕϕϕ ,

illetve radiá nban:

4
3

4
5;

4
3;

44
7;

4 8765
ππ

ϕ
π

ϕ
ππ

ϕ
π

ϕ −===−===

Igaz ez akkor is, ha a komplex szá m komponensei nem egységnyiek. Ezé rt cé lszerű
megjegyezni:

• Ha az egyik komponens 0, akkor r = a nemzé rus komponens; ϕ = 90° illetve 
2
π

tö bbszö rö se (hogy há nyszorosa az az előjeltől fü gg). Kü lönösen z3-t és z4-t ajá nlatos
megjegyezni, hiszen itt szá mítá skor az arctg fü ggvénybe nem tudunk behelyettesíteni
( −∞=∞= 43 tg;tg ϕϕ ).

• Ha a ké t komponens megegyezik, akkor r = az egyik komponens 2⋅ ; ϕ=45° illetve 
4
π

tö bbszö rö se (hogy há nyszorosa az az előjeltől fü gg).
Ha a fenti formá jú komplex szá mot adnak meg, a szá mítá sná l rö videbb lehet egy gyors
vá zlatos de előjelheyes rajz, amivel eldől, hogy a szö g 90° illetve 45° há nyszorosa.

Pé ldá k:
1. ?13 =+− i azaz: ?1 3 =→+−= ziz
A gyö kvoná sra polá ros alakban ismerü nk műveleti szabá lyt, ezé rt á tvá ltjuk polá ros alakba:

1;111 =−=⇒⋅+−= baiz

( ) 21111 222222 =+=+−=+= bar

Im

Re

1-1

i

-i

z1z2

z3

z4

z5

z6

z7

z8
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0

0

ctg

ctg

<

>

+=

=

a

a

a
bar

a
bar

πϕ

ϕ
 mivel a < 0 

a
bar ctg+= πϕ

Most radiá nban szá molunk, a szá mológépet is á t kell vá ltani radiá nra! (DEG→RAD)
( ) 78539.01ctg −=−ar  így:

2.35678539.0 =−= πϕ
vagy ha észrevesszü k, hogy z az előbb tá rgyalt fontosabb komplex szá mok kö zü l z7:

( )°== 135
4

3π
ϕ







 +⋅=

4
3sin

4
3cos2 ππ iz



























 ⋅
+⋅+












 ⋅
+⋅=

−=−= 1,...2,1,01,...2,1,0

2sin2cos
nknk

nn

n
k

n
i

n
k

n
rz πϕπϕ



























 ⋅
+⋅+












 ⋅
+⋅=

=

































⋅

+⋅+















⋅

+⋅=

=


























 ⋅
+⋅+












 ⋅
+⋅=

==

==

==

2,1,02,1,0

6

2,1,02,1,0

3

2,1,02,1,0

33

3
2

4
sin

3
2

4
cos2

3
2

3
4

3

sin
3
2

3
4

3

cos2

3
2

3
sin

3
2

3
cos

kk

kk

kk

kik

kik

kikrz

ππππ

π
π

π
π

πϕπϕ

.

Hogy a gyö kvoná s szabá lyá t jobban megé rtsü k nézzü k meg az eredményt (most fokban
számolva, hogy szemlé letesebb legyen):

( )°+°⋅= 135sin135cos2 iz



























 °⋅
+°⋅+












 °⋅
+°⋅=

=


























 °⋅
+

°
⋅+












 °⋅
+

°
⋅=

==

==

2,1,02,1,0

6

2,1,02,1,0

33

3
36045sin

3
36045cos2

3
360

3
135sin

3
360

3
135cos2

kk

kk

kik

kikz

Behelyettesítve:
( ) 0;45sin45cos26

1 =°+°⋅= kiz

1;
3

36045sin
3

36045cos26
2 =














 °

+°+





 °

+°⋅= kiz

( ) ( )( )
( ) ( )( ) 1;165sin165cos2

1;12045sin12045cos2
6

6
2

=°+°⋅=

=°+°+°+°⋅=

ki

kiz
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2;
3

72045sin
3

72045cos26
3 =














 °

+°+





 °

+°⋅= kiz

( ) ( )( )
( ) ( )( ) 2;285sin285cos2

2;24045sin24045cos2
6

6
3

=°+°⋅=

=°+°+°+°⋅=

ki

kiz

3;
3

108045sin
3

108045cos26
4 =














 °

+°+





 °

+°⋅= kiz

( ) ( )( )
( ) ( )( ) 3;45sin45cos2

3;36045sin36045cos2
6

6
4

=°+°⋅=

=°+°+°+°⋅=

ki

kiz

Tehá t 14 zz = , a k = 3 behelyettesítése má r nem adott új eredményt.

Visszahatvá nyozva:
( ) ( )( ) ( ) ( )( )°+°⋅=°⋅+°⋅⋅= 135sin135cos2453sin453cos23

1 iiz

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )°+°⋅=°+°+°+°⋅=

=°+°⋅=°⋅+°⋅⋅=

135sin135cos2360135sin360135cos2

495sin495cos21653sin1653cos23
2

ii

iiz

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )°+°⋅=°⋅+°+°⋅+°⋅=

=°+°⋅=°⋅+°⋅⋅=

135sin135cos23602135sin3602135cos2

855sin855cos22853sin2853cos23
3

ii

iiz

2. ( )3sin3cos51 iz += iz 322 += ?
3 5

2

5
1 == z

z

z

Mivel a gyö kvoná sra és a hatvá nyozá sra csak polá ros (trigonometrikus) alakban ismerü nk
műveleti szabá lyt z2-t polá ros alakba kell alakítani. Mivel z1-ben a szö g é rtéke mellé  nem
írtak ° jelet, a szö get radiá nban adtá k meg, így cé lszerű nekü nk is radiá nban kiszá molni z2
szö gé t, a szá mológépet á t kell vá ltani radiá nra! (DEG→RAD)

1332 22
2 =+=r

0

0

ctg

ctg

<

>

+=

=

a

a

a
bar

a
bar

πϕ

ϕ
 mivel a2 > 0 9828.0

2
3ctgctg

2

2
2 === ar

a
barϕ

( )9828.0sin9828.0cos132 iz +=
Előszö r mindig a legbelső művelete(ke)t végezzü k el:

( ) ( )( )ϕϕ ⋅⋅+⋅⋅= ninrz nn sincos

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )914.4sin914.4cos1359828.0sin59828.0cos13 555
2 iiz +=⋅+⋅=

Aztá n a gyö kvoná sok:



























 ⋅
+⋅+












 ⋅
+⋅=

−=−= 1,...2,1,01,...2,1,0

2sin2cos
nknk

nn

n
k

n
i

n
k

n
rz πϕπϕ

Im

Re

k=0, 3

k=1

k=2

6 2- 6 2

i 6 2

-i 6 2

120°

45°

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


Komplex szá mok                                                           10                                                                BHM:02.06.13

10

2,1,0;
3

2914.4sin
3

2914.4cos133 53 5
2 =














 +

+





 +

= kkikz ππ

2,1,0;
3

2638.1sin
3

2638.1cos136 53 5
2 =














 ++






 += kkikz ππ

Hogy a ké t gyö kvoná s gyö keit megkü lö nbö ztethessü k, k helyett n-el jelö lö m 5
1z  kü lö nbö ző

gyö keit:

4...1,0;
5
23sin

5
23cos555

1 =













 +

+





 +

= nninz ππ

4...1,0;
5

26.0sin
5

26.0cos555
1 =














 ++






 += nninz ππ

Aztá n az osztá s:

( ) ( )( )2121
2

1

2

1 sincos ϕϕϕϕ −⋅+−⋅= i
r
r

z
z

2,1,0;
3

2638.1sin
3

2638.1cos13

4...1,0;
5

26.0sin
5

26.0cos5

6 5

5

3 5
2

5
1

=













 ++






 +

=













 ++






 +

=
kkik

nnin

z

z
ππ

ππ

4,...1,0
2,1,0

;
35

2038.1sin
35

2038.1cos
13
5

3
2

5
2638.16.0sin

3
2

5
2638.16.0cos

13
5

6 5

5

6 5

5

3 5
2

5
1

=
=























 −+−+














 −+−=

=













 −+−+






 −+−=

n
kknikn

knikn
z

z

ππ

ππππ

A fenti felírá smód azt jelenti, hogy minden olyan komplex szá m megoldá s, mely n és k
lehetséges pá rosaiból (kombiná cióiból pl. (n=0, k=0); (n=0, k=1), (n=0, k=2), (n=1, k=0) …
stb.) előá llítható. Ez valójá ban 12 darab kü lö nbö ző megoldá st jelent, de a fenti felírá smóddal
egy egyenletben rö viden kifejezhető.

3. iz 21 −= 6
2 5

πi
ez ⋅= ?

1

3
2 =
z

z

Alkítsuk á t polá rosba z1-t és z2-t:







 +=

6
sin

6
cos52

ππ iz

A szö g ismé t radiá nban van.
z1 a fontos komplex szá mok kö zü l z4 2-szerese:

21 =r ( )°−=−== 90
22

3
1

ππ
ϕ ⇒ 














−+






−=

2
sin

2
cos21

ππ iz







 +=














 ⋅+






 ⋅=

2
sin

2
cos125

6
3sin

6
3cos533

2
ππππ iiz

1,0;
2
2

4
sin

2
2

4
cos21 =














 +−+






 +−= kkikz ππππ
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1,0;
2
2

4
sin

2
2

4
cos

2
125

2
2

42
sin

2
2

42
cos

2
125

1,0;
2
2

4
sin

2
2

4
cos2

2
sin

2
cos125

1

3
2

=













 −+






 −=

=














 −





−−+







 −





 −−=

=
=














 +−+






 +−







 +

=

kkik

kik

kkik

i

z
z

ππππ

ππππππ

ππππ

ππ

4. 16=z ?4 =z
Ez egy beugratós feladat (a taná rok épp ezé rt szeretik feladni). Kö zépiskolá ban megtanultuk,
hogy ( ) ( ) ( ) ( )2222222216 −⋅−⋅−⋅−=⋅⋅⋅=  ezé rt 4 16  2 és –2, mindegyik ké tszeres gyö k,
mivel az 0164 =−x  negyedfokú egyenletnek négy megoldá sa kell legyen. Tehá t a
megoldá sok: -2, -2, 2, 2. Csakhogy ez csak a valós szá mok halmazá ra igaz. Komplexben:

iz 016 +=  ez alapjá n 16=r  és °== 00ϕ
( )0sin0cos16 iz +=

3,2,1,0;
4
20sin

4
20cos1644 =














 ++






 += kkikz ππ

illetve fokban a jobb á tlá thatósá g é rdekében:

3,2,1,0;
4

3600sin
4

3600cos1644
0 =














 °

++





 °

+== kkikzz

Kifejtve és á brá zolva:
k=0 ( ) ( )( )°+°= 0sin0cos201 iz
k=1 ( ) ( )( )°+°= 90sin90cos202 iz
k=2 ( ) ( )( )°+°= 180sin180cos203 iz
k=3 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )°−+°−=°+°= 90sin90cos2270sin270cos204 iiz

Mind a négy megoldá s abszolút é rtéke valóban 2 és szerepel kö ztü k a 2 és a -2. A maradék
ké t megoldá s viszont 2i és –2i, tehá t nincsenek ké tszeres gyö kö k. Ezt úgy á ltalá nosíthatjuk,
hogy a komplex szá mok halmazá n egy n-ed fokú egyenletnek n kü lö nbö ző gyö ke lesz.

Im

Re

2-2

2i

-2i

z01z03

z02

z04
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