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Szabá lyok:
1. ( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx± = ± ∫∫∫
2. k f x dx k f x dx⋅ = ⋅ ∫∫ ( ) ( )

Ö sszetett fügvé nyek:
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A 3. Szabá lyokhoz pró bá ljuk meg á talakítani:
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Mivel α = -1 a 3.b szabá lyt kell haszná lnunk, Cxgdx
xg
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Pró bá ljuk ki, hogy a szá mlá ló  derivá ltja-e a nevező nek:
( ) ( ) 885 −=′−=′ xxg

9
38 ≠−  de kostanssal való  szorzá s(ok)val a szá mlá ló ba tudjuk hozni a nevező

derivá ltá t:
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Alkalmazva a 3.b szabá lyt:
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2.: ( ) ?sin3 =∫ dxx
Mivel egy összetett függvé ny integrá ljá t kell megoldani (kö bre emelés, benne
sin(x)), a 3. vagy a 4. szabá lyokat kell haszná lni. A 3.a szabá lyban van
hatvá nyozott függvé ny, de azt meg kell szorozni ugyanannak a függvé nynek a
derivá ljá val. Alakítsuk á t:

( ) ( ) ( )∫∫ = dxxxdxx sinsinsin 23

Haszná ljuk fel a ( ) ( ) ( ) ( )xxxx 2222 cos1sincossin1 −=⇒+=  összefüggé st:
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ −=−= dxxxxdxxxdxxx 222 cossinsinsincos1sinsin

Az 1. szabá ly alapjá n
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ −=− dxxxdxxdxxxx 22 cossinsincossinsin

Az első  tag egyszerű alapintegrá l, a má sodik tagra a 3.a szabá ly
alakalmazhatjuk:
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3.: ( ) ( ) ?cossin 23 =∫ dxxx
Mivel összetett függvé nyek integrá ljá t kell megoldani (kö bre emelés, benne
sin(x), négyzetre emelés, benne cos(x)), rá adá sul függvé nyek szorzata is, de
trigonometrikus függvé nyek eseté n é rdemes megpróbá lni á talakítani, hogy a 3.
vagy a 4. szabá lyokat haszná lni lehessen. A 3.a szabá lyban van  hatvá nyozott
függvé ny, de azt meg kell szorozni ugyanannak a függvé nynek a derivá ljá val.
Alakítsuk á t:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ = dxxxxdxxx 2223 cossinsincossin

 Haszná ljuk fel a ( ) ( ) ( ) ( )xxxx 2222 cos1sincossin1 −=⇒+=  összefüggé st:
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
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Az 1. szabá ly alapjá n
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫ −=− dxxxdxxxdxxxxx 4242 cossincossincossincossin

Mindké t tagra a 3.a szabá ly alakalmazhatjuk:
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4.: ( ) ( ) ?2cos2sin 22 =∫ dxxx

Mint a 3. pé ldá ban, alakítsuk á t mondjuk sin2(2x)-t:
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) =−=−= ∫∫∫ dxxxdxxxdxxx 2cos2cos2cos2cos12cos2sin 422222

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ⋅−=− dxxxdxxdxxdxx 2cos2cos2cos2cos2cos 22242

Haszná ljuk fel a ( ) ( )
2
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Haszná ljuk fel ismé t a ( ) ( )
2
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64
1

8
18sin

8
1

2
1

4
1

8
1

4
1

5.: ?
73

10
2

=
−

∫ dx
x

x

A 3. Szabá lyokhoz pró bá ljuk meg á talakítani:
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Mivel α ≠ -1 a 3.a szabá lyt kell haszná lnunk. Pró bá ljuk ki, hogy a hatvá nyozott
függvé ny meg van-e szorozva a derivá ltjá val:
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( ) xx 673 2 =
′

−
6x ≠ 10x de konstanssal való  szorzá ssal elő á llítható  a derivá lt:
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Alkalmazva 3.a szabá lyt:
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6.: ( ) ( ) ?2cossh =∫ dxxx

Most függvé nyek szorzatá ró l van szó , az 5. szabá lyt haszná lhatjuk:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫

′′
⋅−⋅=⋅ dxdxxx

uvuvuv
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Mellé kszá mítá ské nt vizsgá ljuk meg a jobb oldalon á lló  integrá lt. Ez is függvé nyek
szorzata :

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =
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′′
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uvuvuv
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• ( ) ( ) ( ) ( )dxxxxx ∫ ⋅−⋅= 2cossh22sinsh

A jobb oldalon á lló  integrá l pontosan ugyanaz, mint amit ki kell szá mítanunk.
Helyettesítsük be a mellé kszá mítá s eredmé nyé t, majd rendezzük az egyenletet:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )dxxxxxxxdxxx ∫∫ ⋅−⋅+⋅=⋅ 2cossh22sinsh22cosch2cossh

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxxxxxxdxxx ∫∫ ⋅−⋅+⋅=⋅ 2cossh42sinsh22cosch2cossh

Adjunk hozzá  minké t oldalhoz ( ) ( )dxxx∫ ⋅ 2cossh4  -t.

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxdxxx 2sinsh22cosch2cossh5 ⋅+⋅=⋅∫
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Cxxxxdxxx +

⋅+⋅
=⋅∫ 5

2sinsh22cosch2cossh

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


Né hány határozatlan integrál pé lda        5                                          BHM: 02.06.13.  

5

Deriválós pé lda
( ) ( )( ) ?23sin 25 =

′
+=′ xxf

Ö sszetett függvé ny:
( ) ( ) ( )( )5225 23sin23sin +=+= xxxf

Erre a lá ncszabá ly vonatkozik:
( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )xvvggfxvgfxf ′⋅′⋅′=′=′  (ö sszetett függvény derivá ltja egyenlő

részfüggvények kö zvetlen vá ltozó k szeriti derivá ltjainak szorzatá val)
Bontsuk le f(x)-t ré szfüggvé nyeire (hatá rozzuk meg a kö zvetlen vá ltozó kat):

( ) ( )5=f
a hatvá nyfüggvé ny vá ltozó já t nem tudjuk a lá ncszabá ly tová bbi alkalmazá sa
né lkül derivá lni x szerint, ezé rt elnevezzük pl. k-nak.

( ) ( )5kkf =
Né zzük meg mi is az a k?: ( ) ( )sin=k
a szinuszfüggvé ny vá ltozó já t nem tudjuk a lá ncszabá ly tová bbi alkalmazá sa
né lkül derivá lni x szerint, ezé rt elnevezzük pl. l-nek.

( ) ( )llk sin=

Né zzük meg mi is az az l?: ( ) ( ) 23 2 +=l
a né gyzetfüggvé nynek most közvetlenül x a vá ltozó ja, le tudjuk derivá lni x szerint
a lá ncszabá ly alkalmazá sa né lkül is:
( ) ( ) 23 2 += xxl

Most szá moljuk ki a ré szfüggvé nyek közvetlen vá ltozó k szeriti derivá ltjait:
( ) ( ) ( ) ( )45 5 kkfkkf =′⇒=
( ) ( ) ( ) ( )llkllk cossin =′⇒=

( ) ( ) ( ) xxlxxl 623 2 =′⇒+=
Helyettesítsünk be a lá ncszabá lyba:

( ) ( ) ( ) xlkxf 6cos5 4 ⋅⋅=′
Helyettesítsük be k(l)-t:

( ) ( )( ) ( ) xllxf 6cossin5 4 ⋅⋅=′
Helyettesítsük be l(x)-t:

( ) ( )( ) ( ) xxxxf 623cos23sin5 242 ⋅+⋅+=′

Komplex számos pé lda
( ) ?4sin4cos37 =⋅+ i

A koszinusz mögött á lló  szá m (a szö g) nem fokban van megadva, ezé rt
radiá nban kell szá molnunk.
Be kell helyettesíteni a komplex szá m trigonometrikus alakjá nak gyökvoná s-
ké pleté be.:
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