Néhany hatarozatlan integral példa 1 BHM: 02.06.13.

Szabalyok:
1. O (X) £ g(x))dx = of (x)dx £ g(x)dx
2. OK xf (X)dx = k x0yf (x)dx
Osszetett fligvények:
a+l
Og (x) xg! (x)dx = 9 +( X) +C.paat 1
3.ab p° () xg (x)dx-. g'(%) ihaa _4
I O—dx:Ing(x) +C -
1 9(x) 904)
4. (‘)f(ax+b)dx:;F(ax+b)+C
Flggvények szozata
5. GOV (x)dx = u(x)V(x) - p'(X)v(x)dx
Példamegoldasok
3

. ~ 9 _
1. =7
05—_ ™ dx

A 3. Szabalyokhoz prébaljuk meg atalakitani:
3

< 9 A .3 -1

dx=7?= 5- 8x) “dx
Og_ 8x %( )

!
Mivel a = -1 a 3.b szabalyt kell hasznalnunk, (‘)%dx = In\g(x)\ +C, maradunk az
g(x
3
.. 9 _ S

eredeti dx = ?felirdsmaodnal.

05- 8x
Prébaljuk ki, hogy a szamlalo derivaltja-e a nevezének:
9¢x)=(5- 8x)°=-8
- 81 g de kostanssal val6 szorzas(ok)val a szamlaldba tudjuk hozni a nevezé

derivaltat:
3 3 o€)
9

hY 9 _\ 1 N 1 3 _ 3
dx—m -8 dx = Xx-x———dx= X—
05-8x -8X( )5-8x -8 9 5-8x -89

Alkalmazva a 3.b szabélyt:

gﬂ(X)
1 3 . - 3

a(x)
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Néhany hatarozatlan integral példa 2 BHM: 02.06.13.

2:  n*(x)dx =2
Mivel egy 6sszetett fliggvény integraljat kell megoldani (k6bre emelés, benne
sin(x)), a 3. vagy a 4. szabalyokat kell hasznalni. A 3.a szabalyban van
hatvanyozott fuggvény, de azt meg kell szorozni ugyanannak a figgvenynek a
derivaljaval. Alakitsuk at:

¢sin®(x)dx = ¢pin? (x)sin(x)dx

Hasznaljuk fel a 1=sin?(x)+ cos?(x) P sin?(x)=1- cos?(x) &sszefiiggést:
¢sin®(x)sin(x)dx = dl - cos? (x))sin(x)ox = ¢sin(x) - sin(x)cos’ (x)dx

Az 1. szabaly alapjan

¢sin(x) - sin(x)cos® (x)dx = ¢pin(x)dx - ¢gin(x)cos® (x)dx

Az elsé tag egyszer( alapintegral, a masodik tagra a 3.a szabaly

alakalmazhatjuk:
3
cpin(x)ox - c‘);iﬂ}((;()cos2 (x)dx = - cos(x)- 0053(X) ‘C
odx)  g%(x)

3. gpin®(x)cos (x)dx =7
Mivel 6sszetett fuggvények integraljat kell megoldani (k6bre emelés, benne
sin(x), négyzetre emelés, benne cos(x)), raadasul fuggvények szorzata is, de
trigonometrikus fuggvények esetén érdemes megprébalni atalakitani, hogy a 3.
vagy a 4. szabalyokat hasznalni lehessen. A 3.a szabalyban van hatvanyozott
fuggvény, de azt meg kell szorozni ugyanannak a figgvenynek a derivaljaval.
Alakitsuk at:

¢5in®(x)cos® (x)dx = ¢gin® (x)sin(x) cos® (x)dx

Hasznaljuk fel a 1=sin?(x)+ cos?(x) b sin®(x)=1- cos?*(x) &sszefiiggést:
csin® (x)sin(x)cos?(x)x = ¢f1- cos®(x))sin(x)cos® (x)dx =

= ¢gin(x) cos® (x) - sin(x)cos* (x)dx

Az 1. szabaly alapjan

csin(x)cos’(x) - sin(x)cos* (x)dx = ¢gpin(x)cos® (x)dx - ¢gin(x)cos* (x)dx
Mindkét tagra a 3.a szabaly alakalmazhatjuk:

3 5
&5in(x)cos? (x)dx - ¢gin(x)cos* (x)dx = cos®(x) _ cos (x)
g€x)  g?(x) alx) g?(x) 5

+C

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com



http://www.fineprint.com

Néhany hatarozatlan integral példa 3 BHM: 02.06.13.

4. ¢yin’(2x)cos®(2x)dx =2
Mint a 3. példaban, alakitsuk at mondjuk sin?(2x)-t:
¢sin’ (2x)cos® (2x)dx = dl - cos? (2x))cos? (2x)dx = dcos2 (2x)- cos* (2x))dx =
(pos® (2x)dx - ¢pos* (2x)dx = ¢pos® (2x)dx - ¢pos® (2x) >cos (2x)dx

):1+cos(2a)

Hasznaljuk fel a cos?(a addicios tetelt:

(2x) xcos? (2x)dx = 07‘1 * 025(4)() dx - (‘)1 i C023(4X) N 025(4)() dx =

pos® (2x)dx - ¢yos®
; Clox + ; cros(4x)dx - éi CJlox + i R cos(4x)ax + i Cpos’ (4x)dx;+jj =
; Cjlolx + ; Cpos{4x)x - i ol - ; Cpos{4x)dx - 411 Cpos” (4x)dx =

Egyszer(sithetiink ; pos{4x)dx - ; crosax)dx =0

;x- jrx- ic‘posz(4x)dx:£11x- i@osz(4x)dx
Hasznaljuk fel ismét a cos (a):1+cc;s(2;ﬂ addicids tételt:
1. 1. ., 1. 1. d+cosBx), 1. 1.1, 1.1,
Lo L apos (axix =1 x- = Tx- Txt Mok~ T 8x)dx =
X 4cpos(x)dx PRl B ST ¢ [ 4>Ecpos( X )l
:}x-}x-léésin(Sx%C:}x- 1sin(8x)+C
4 8 4 2 8 8 64
10x
5. O ——W&x=7?
N3P - 7

A 3. Szabalyokhoz prébaljuk meg atalakitani:

10x -1
A X = ?= LOx|3x% - 7)2 dx
0 g 7 2777007

Mivel a1 -1 a 3.a szabalyt kell hasznalnunk. Prébaljuk ki, hogy a hatvanyozott
fuggvény meg van-e szorozva a derivaltjaval:
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Néhany hatarozatlan integral példa 4 BHM: 02.06.13.

(3x2 - 7)¢= 6X
6x 1 10x de konstanssal vald szorzassal el6allithatd a derivalt:

JOx(3x - 7)7 dx = (‘)é <6 X10x(3x? - 7)7 dlx = é 0 Px(3x - 7)7 dx

Alkalmazva 3.a szabélyt

—><0§5X§3x 7.7dx X%+C:1§>‘(3xz- 7)%+C

2

6.  ¢ph(x)cos(2x)dx =2

Most fliggvények szorzatarol van szo, az 5. szabalyt hasznalhatjuk:

csh(xpeosiax)dx=( )4 )- @ M Jox

) u )

c\% ()..)§05(2X)—dx S:%h() >‘§EOS(2X) 08 () 23m(2x)gd X =

= ch(x) xcos(2x) + 2¢ph(x) xsin(2x)dx

Mellékszamitasként vizsgaljuk meg a jobb oldalon all6 integralt. Ez is fuggvények
szorzata :

C\]aé%hv(ax)g? n(2x)9dx = ?é%h(x)gé% >§% ><cos(2x gd

=sh(x)>sin(2x) - 2¢h(x) xcos(2x)dx

A jobb oldalon allé integral pontosan ugyanaz, mint amit ki kell szamitanunk.
Helyettesitsuk be a mellékszamitas eredményét, majd rendezzik az egyenletet:

gph(x) cos(2x)x = ch(x) xcos(2x) + 2lsh(x) xsin(2x) - 2¢ph(x)>cos(2x)ix)
¢ph(x) xcos(2x)dx = ch(x) xcos(2x) + 2sh(x) xsin(2x) - 4¢gh(x) >cos(2x)dx
Adjunk hozza minkét oldalhoz 4¢gh(x)>cos(2x)dx -t.

5¢sh(x) xcos(2x)dx = ch(x) xcos(2x) + 2sh(x) >sin(2x)

() roos(2x)ix = ch(x) xcos(2x) + 2sh(x) xsin(2x) , c

5
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Néhany hatarozatlan integral példa 5 BHM: 02.06.13.

Derivalés példa
f€x)=(sin®(3x> + 2))¢: ?
Osszetett fliggveény:
f(x)=sin®(3x* +2) = (sin(3x? + 2)f
Erre a lancszabaly vonatkozik:
f €x) = f €g(v(x))) = f €g) xg4v) ~v€x) (6sszetett fiiggvény derivaltja egyenld
részfliggvények kézvetlen valtozok szeriti derivaltjainak szorzataval)
Bontsuk le f(x)-t részfuggvenyeire (hatarozzuk meg a kézvetlen valtozokat):

f0)=()
a hatvanyfuggvény valtozéjat nem tudjuk a lancszabaly tovabbi alkalmazasa
nélkul derivalni x szerint, ezért elnevezzuk pl. k-nak.

f(k)=(k)°

Nézzilk meg miis az a k?: k( )=sin( )

a szinuszfuggvény valtozojat nem tudjuk a lancszabaly tovabbi alkalmazasa
nélkul derivalni x szerint, ezért elnevezzuk pl. I-nek.

k(1)=sin(1)

Nézzik meg miisazaz 1?: 1( )=3( )* +2

a négyzetfiggvénynek most kézvetlendl x a valtozdja, le tudjuk derivalni x szerint
a lancszabaly alkalmazasa nélkul is:

1(x)=3(x)* +2

Most szamoljuk ki a részfuggvenyek kozvetlen valtozok szeriti derivaltjait:
f(k)=(k)’ P fk)=5(k)’

k()=sin(l)p kdl)=cos(l)

1(x)=3(x)* +2b 1¢x)=6x

Helyettesitsunk be a lancszabalyba:

f €x)=5(k)* >cosl ) 6x

Helyettesitsuk be k(l)-t:

f ¢x)=5(sin(l))* xcos(l ) *6x

Helyettesitstk be I(x)-t:
f €x) =5(sin(3x? +2))* xcos(3x? +2)6x

Komplex szamos példa
7/3(cos4 +i>sind) =7
A koszinusz mogott allé szam (a szég) nem fokban van megadva, ezért

radianban kell szamolnunk.
Be kell helyettesiteni a komplex szam trigopnometrikus alakjanak gyékvonas-

képletébe.:
7/3(cos4 +i xsin4) :%%%osgé LT >ein8§ +k£99;k =012,..6
e e [ g &7 7 gg
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