
Hatá rozatlan integrá l                                                  1                                                                 BHM:02.06.13

1

A hatá rozatlan integrá l
Az integrá lá s művelete a derivá lá s fordítottja, amivel a „Melyik az az F(x) fü ggvény, amelyre
F’(x) = f(x) egyenlő ség igaz?”  kérdésre adjuk meg a vá laszt.
Definíció: Az f fü ggvénynek a H halmazon az F fü ggvény primitív fü ggvénye, ha - H része

az f és F értelmezési tartomá nynak - az F differenciá lra a H halmazon - F’(x) =
f(x)   (x ∈ H).

Hatá rozzuk meg f(x)=x3 primitív fü ggvényét! F x x( ) =
1
4

4   mivel 1
4

4
4

4
3

3x x x f x





= = =
|

( ) .

Megoldá s lehet az F x x( ) = +
1
4

14 , 1
4

22x n+ + +... .

Ezért a primitív fü ggvényeket ebben az esetben 1
4

4x C+  (ahol C valós szá m) alakban írjuk

fel.
Bizonyítá s: (F(x)+C)| = F|(x)+0=f(x)
Definíció: Az f fü ggvény primitív fü ggvényeinek halmazá t az f hatá rozatlan integrá ljá nak

nevezzü k. Jelölése: f x dx( )∫ .

Ha valamely i intervallumon F az f fü ggvénynek primitív fü ggvénye, akkor
f x dx F x C( ) ( )∫ = +

(A C konstans tagot integrá ciós á llandónak - az f integrá landó fü ggvény, vagy integranciens.

Integrálás: a primitív függvények meghatá rozá sa.
A dx jelölés azt jelzi, ha az x mellett má s vá ltozók, vagy paraméterek is
vannak, most az x vá ltozó szerinti primitív fü ggvényrő l van szó.

Alapintegrá lok: az elemi fü ggvények derivá lá sá ra vonatkozó tételek megfordítá sa
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folytatás a kö vetkező  oldalon
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folytatás az elő ző  oldalról
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∫
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   ha   a a> ≠0 1,

Integrá lá si szabá lyok: Ha az f x dx( )∫  és g x dx( )∫  léteznek, akkor

§ ( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx± = ± ∫∫∫
§ k f x dx k f x dx⋅ = ⋅ ∫∫ ( ) ( )  minden k valós szá mra

Pl.:
( ) =+=+⋅ ∫ ∫∫ xdxxdxdxxx cos2sin3cos2sin3

∫ ∫ ++−=+= Cxxxdxxdx sin2cos3cos2sin3

Ha F az f primitív fü ggvénye az i intervallumon és g differenciá lható fü ggvény, akkor

∫ += CxgFdxxgxgf ))(())()(( | g x i( ) ∈

Esetei:

Cxgdx
xg
xg

Cxgdxxgxg
dxxgxg

+=

+
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

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∫
∫
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∫ ++=+ CbaxF
a

dxbaxf )(1)(

Példá k:
1:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

∫∫
∫∫ ∫

−

=−⋅=⋅⋅=⋅

xdxxxdxx

dxxxxdxxxxdxxx

cossincossin

cos)sin1(sincoscossincossin
64

242434

mert xxxx 2222 sin1cos1sincos −=⇒=+ .
Legyen ( ) ( )xxg sin= , ekkor ( ) xxg cos=′ , így pl :

( ) ( )∫∫ ′⋅= dxxgxgxdxx 44 cossin

sin cos sin cos sin sin4 6
5 7

5 7
x xdx x xdx x x C∫ ∫− = − +

2:

∫ −
dx

x51
4 Legyen ( ) xxg 51 −= , ekkor ( ) 5−=′ xg , így:
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3:

∫ −
dx

x
x

3 251
2 Legyen ( ) 251 xxg −= , ekkor ( ) xxg 10−=′ , így:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
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∫∫∫
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4:

dxx∫ 





 − 7

4
1sin

Mivel ( ) ( ) ( ) ( ) CxCxFdxxdxxf +−=+==∫∫ cossin  és

∫∫ +





 −=






 −⇒++=+ CxFdxxfCbaxF

a
dxbaxf 7

4
1

4
1
17

4
1)(1)(

Ebbő l:

CxCxdxx +





 −−=+










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
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

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 −∫ 7

4
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4
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4
1
17

4
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Parciá lis integrá lá s: Ha u és v differenciá lható függvények, valamely i intervallumon és itt az
u|v függvénynek létezik primitív függvénye, akkor az uv| függvénynek is
van primitív függvénye az i intervallumon.

Bizonyítás:
A szorzat integrá lá si szabá lya szerint:

)()()()())()(( ||| xvxuxvxuxvxu += , ezutá n mindkét oldalt integrá lva kapjuk:

∫ +=+ dxxvxuxvxuCxvxu ))()()()(()()( ||

Tagonként integrá lva: u x v x dx u x v x dx u x v x C| |( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫+ = +  á trendezéssel kapjuk az

alá bbit:

∫∫ −= dxxvxuxvxudxxvxu )()()()()()( || tömörebben: ∫∫ ⋅−⋅=⋅ vdxuvudxvu ||

Példá k:
1:  dxxx∫ + )13cos(2 (egyszerű  szorzatfüggvény)

u x x( ) = 2 )13cos()(| += xxv

akkor u x x| ( ) = 2 v x x( ) sin( )= +
1
3

3 1

Így

∫

∫∫

+−+=

=+−+=+
⋅′⋅

′⋅

dxxxxx

dxxxxxdxxx
vuvu

vu

)13sin(
3
2)13sin(
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3
12)13sin(

3
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Az utolsó tagra mégegyszer alkalmazva a parciá lis integrá lá s szabá lyá t (mellékszá mítá s):
§ u x x( ) = v x x| ( ) sin( )= +3 1

§ u x| ( ) = 1 v x x( ) cos( )= − +
1
3

3 1

§ =





 +−⋅−






 +−=+ ∫∫

⋅′⋅
′⋅

dxxxxdxxx
vuvu

vu
)13cos(

3
11)13cos(

3
1)13sin(

§ )13sin(
9
1)13cos(

3
1)13cos(

3
1)13cos(

3
1

+++−=+++−= ∫ xxxxxx

behelyettesítve kapjuk:

x x dx x x x x x C2 23 1 1
3

3 1 2
9

3 1 2
27

3 1cos( ) sin( ) cos( ) sin( )+ = + + + − + +∫ .

2: ( )∫ +⋅ 13cos xe x (exponenciá lis függvénnyel vett szorzat)

( )13cos)( += xxu xexv =)(|

akkor ( )13sin3)(| +−= xxu xexv =)(

Így  
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )dxxexe

dxxexedxxe

xx

uv

x

uv

x

uv

x

∫

∫∫
+++=

=+−−+=+⋅
′⋅⋅⋅′

13sin313cos

13sin313cos13cos

Az utolsó tagra mégegyszer alkalmazva a parciá lis integrá lá s szabá lyá t (mellékszá mítá s):
§ ( )dxxe x∫ +13sin  most ( )13sin)( += xxu xexv =)(|

akkor ( )13cos3)(| += xxu xexv =)(

§ ( ) ( ) ( ) =+⋅−+=+ ∫∫
′⋅⋅⋅′

dxxexedxxe
uv

x

uv

x

uv

x 13cos313sin13sin

§ ( ) ( )dxxexe xx ∫ +−+= 13cos313sin

Az utolsó tag megegyezik a kiindulá si integrá llal. Behelyettesítve:
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) Eredmenyxexe

dxxexexedxxeEredmeny
xx

xxxx

913sin313cos

13cos913sin313cos13cos

−+++=

=+−+++=+⋅= ∫∫

( ) ( )13sin313cos10 +++= xexeEredmeny xx

( ) ( ) ( )( ) CxexeEredmenydxxe xxx ++++==+⋅∫ 13sin313cos
10
113cos

3: ( )∫ xarccos (kö zvetlenül nem integrá lható függvény)

( )xxu arccos)( = 1)(| =xv

akkor
2

|

1
1)(

x
xu

−
−= xxv =)(

Így  ( ) ( ) ( ) dx
x

xxxdx
x

xxxdxx

uv
uvuv

∫∫∫
−

+⋅=








−
−−⋅=⋅

′⋅

⋅⋅′ 22 1
arccos

1
1arccosarccos1

Az utolsó tagra alkalmazva a ∫ +
+

=⋅
+

Cxgdxxgxg
1

)()()(
1

|

α

α
α  szabá lyt (mellékszá mítá s):
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§ ( )∫∫
−

−=
−

xdxxdx
x

x
2
1

2

2
1

1
most 21)( xxg −= xxg 2)(| −=

§ ( ) ( ) ( ) ( ) cxxxdxxxdxx +−−=
−

⋅−=−−−=− ∫∫
−−

22
1

2
2
1

22
1

2 1

2
1

1
2
121

2
11

Behelyettesítve:
( ) ( ) Cxxxdxx +−−⋅=∫ 21arccosarccos

Racioná lis törtfü ggvény integrá lja (polinomok há nyadosá nak integrá lja)

( ) ∫∫ +⋅++⋅+⋅
+⋅++⋅+⋅

= −
−

−
− dx

hxhxhxh
szxszxszxszdxxf g

g
g

g

k
k

k
k

01
1

1

01
1

1

...
...

Kiszá míthatá shoz olyan alakra hozzuk f(x)-t, amit könnye(bbe)n tudunk integrá lni.
Ha a nevező  fokszá ma kisebb a szá mlá lóéná l (g < k), akkor elő ször polinomosztá st
csiná lunk, melynek eredményeképpen olyan összeget kapunk, melyben lesznek x
hatvá nyai konstansokkal szorozva, valamint lesz egy olyan racioná lis tört maradék, aminek
szá mlá lója kisebb fokszá mú a nevező nél.
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Az integrá l művelet és az összeadá s felcserélhető , így lesznek egyrészt x hatvá nyainak

integrá ljai, amelyek az 
1

1

+
=

+

∫ a
xdxx

a
a  alapintegrá llal szá míthatók, valmint a maradéktag

integrá lja:

dx
hxhxhxh

sxsxsxs
dxcxdxc

dxxcdxxcdx
hxhxhxh
szxszxszxsz

g
g

g
g

g
g

g
g

gk
gk

gk
gkg

g
g

g

k
k

k
k

∫∫∫

∫∫∫

+⋅++⋅+⋅
+⋅++⋅+⋅

+++

++==
+⋅++⋅+⋅
+⋅++⋅+⋅

−
−

−
−

−
−

−−
−−

−
−−

−

−
−
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1

1

01
2

2
1

1
01

1
1

01
1

1

01
1

1

...
...

1

...
...
...

Ú jdonsá gként egy olyan racioná lis tört intedrá ljá t kell szá mítani, aminek szá mlá lója kisebb
fokszá mú a nevező nél.
Bontsuk a nevező t gyöktényező s alakra:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )










−
++

−
+

−
⋅=

−⋅⋅−⋅−⋅
+⋅++⋅+⋅ −

−
−

−

g

g

ggg

g
g

g
g

xx
A

xx
A

xx
A

hxxxxxxh
sxsxsxs

...1
...
...

2

2

1

1

21

01
2

2
1

1

Ezutá n a törtet bontsuk fel olyan tagok összegére, melyeknek nevező i az egyes
gyöktényező k, szá mlá lói pedig konstansok:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )










−
++

−
+

−
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−⋅⋅−⋅−⋅
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−
−

−
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g
g

g
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A
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A
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A

hxxxxxxh
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...
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2

2

1

1
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2

2
1

1

Ezt az alakot tagonként integrá lhatjuk:
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( ) ( ) ( ) 










−
++

−
+

−
⋅=

=
+⋅++⋅+⋅

+⋅++⋅+⋅

∫∫∫

∫ −
−

−
−

−
−

dx
xx

A
dx

xx
Adx

xx
A

h

dx
hxhxhxh

sxsxsxs

g

g

g

g
g

g
g

g
g

g
g

...1

...
...

2

2

1

1

01
1

1

01
2

2
1

1

Egy ilyen tag integrá lja (pl. az első  tag):

∫∫ −
=

−
dx

xx
Adx

xx
A

1
1

1

1 1 Ha megvá lasztjuk ( ) 1xxxg −=  akkor ( ) 1=′ xg  ebbő l:

( )
( ) ( ) CxxAxgAdx
xg
xgAdx

xx
A +−==

′
=

− ∫∫ 1111
1

1 lnln1

Lá ssuk ezt egy példá n:

∫ +−
−+−− dx

xx
xxxx

65
42053

2

234

  Az értelmezési tartomá ny (most kell ez is):

3,2,: ≠≠∈ xxRxD f  (mert a nevező  itt 0)
Polinomosztá s:

( )
65

231265

23
65
48

12102
420112

65
:)42053(

2
22

2

2

23

23

234

234

+−
+

+−+=+−

+
−+−−
−+−

+−−
−+−

+−−
−+−−

xx
xxxxx

x
xx
xx
xxx
xxx

xxx
xxxx

Polinomosztá s utá n:

∫∫∫∫

∫∫

+−
+

+−+=

=







+−
+

+−+=
+−

−+−−

dx
xx

xdxxdxdxx

dx
xx

xxxdx
xx

xxxx

65
24312

65
24312

65
42053

2
2

2
2

2

234

Az utolsó tagot tová bb alakítva (mellékszá mítá s):

§ ∫ +−
+ dx
xx

x
65

23
2 ( )( )3265

3
2

2
64255 2

2,1 −−=+−




⇒=
⋅−±

= xxxxx

§ ( )( )
( ) ( )
( )( )32

23
3232

23
65

23
2 −−

−+−
=

−
+

−
=

−−
+

=
+−

+
xx

xBxA
x

B
x

A
xx

x
xx

x

§ A mivel 3,2,: ≠≠∈ xxRxD f , a nevező vel egyszerűsíthetü nk:
§ ( ) ( )

IIIIIIIII
BBxAAxxBxAx 232323 −+−=−+−=+

§ Ez az egyenlő ség csak úgy á llhat fenn minden x-re, ha kü lön-kü lön az x-t tartalmazó és
a csak konstansokat tartalmazó tagok megegyeznek.

§ 
ABBA

BAII
BxAxxI −=⇒+=⇒

−−=
+= 33

232:.
3:.

§ ( ) 11863232 =⇒−=⇒−−=−−−= BAAAA

§ 
3

11
2

8
65

23
2 −

+
−

−
=

+−
+

xxxx
x
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§ 

( )

( )

( )

( )

Cxx

dx
x

dx
x

dx
x

dx
x

dx
xx

x

xg

xg

xg

xg

+−−−=

=
−

−
−

=
−

+
−

−
=

+−
+

∫∫∫∫∫
′′

2ln83ln11

2
18

3
111

3
11

2
8

65
23

2

2

1

1

2

Behelyettesítve az eredeti egyenletbe:

Cxxxxx

dx
xx

xdxxdxdxxdx
xx

xxxx

+−−−+−+=

=
+−

+
+−+=

+−
−+−−

∫∫∫∫∫

2ln83ln11
2

2
3

65
24312

65
42053

23

2
2

2

234

2:

( )( )( )∫ +−−
− dx

xxx
x

132
1  Az értelmezési tartomá ny 1,3,2,: −≠≠≠∈ xxxRxD f

Á talakítá s:

( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )132
321213

132132
1

+−−
−−++−++−

=

=
+

+
−

+
−

=
+−−

−

xxx
xxCxxBxxA

x
C

x
B

x
A

xxx
x

A nevező vel ismét egyszerűsíthetü nk,

mert 1,3,2,: −≠≠≠∈ xxxRxD f . A beszorzá sokat is elvégezve.

CCxCxBBxBxAAxAxx 652321 222 +−+−−+−−=−
Ez az egyenlő ség csak úgy á llhat fenn minden x-re, ha kü lön-kü lön az x ugyanazt a
hatvá nyá t tartalmazó tagok megegyeznek.

BAC
CBA

CBA

CBA
CxBxAxx
CxBxAxx

III
II
I −−=

=−−−⇒
⇒=++⇒

+−−=−
−−−=
++=

152
0

6231
52

0

:.
:.
:. 2222

( )
8

19896231:. −
=⇒−−=−−+−−=−

ABBABABAIII

( )
8
675.13

8
196767521:. +−=

−
−−=−−=−−−−−= AAABABABAII

169.0
75.13
6
81

≈
+

=A   0.065125
8

1169.09
=

−⋅
=B  -0.2341250.065125169.0 =−−=C

( )( )( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

Cxxx

dx
x

dx
x

dx
x

dx
x

dx
x

dx
x

dx
xxx

x

xg

xg

xg

xg

xg

xg

++−−+−=

=
+

−
−

+
−

=

=
+

−
−

+
−

=
+−−

−

∫∫∫

∫∫∫∫
′′′

1ln234125.03ln065125.02ln169.0

1
1234125.0

3
1065125.0

2
1169.0

1
234125.0

3
065125.0

2
169.0

132
1

3

3

2

2

1

1

3:

( )( )∫ +−
dx

xx
x

212
Az értelmezési tartomá ny 1,2,: −≠≠∈ xxRxD f
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Ezt is á t kell alakítanunk, de most (mivel a nevező ben hatvá nyozá s van és ezért ott
tulajdonképpen há rom tag szorzata van) a gyöktényező s törtek má shogy nének ki:

( )( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )( )2
21

2

2
21

2

12
2121

11211212

+−
−++−++

=

=
+

+
+

+
−

=
++−

=
+−

xx
xBxxBxA

x
B

x
B

x
A

xxx
x

xx
x

A nevező vel most is egyszerűsíthetü nk, mert 1,2,: −≠≠∈ xxRxD f

2211
2

1
2 222 BxBBxBxBAAxAxx −+−−+++=

Ez az egyenlő ség csak úgy á llhat fenn minden x-re, ha kü lön-kü lön az x ugyanazt a
hatvá nyá t tartalmazó tagok megegyeznek.

1221211

2121121

11

21

21

2
1

22

2
323220

131212
0

220
2

0

:.
:.
:.

BBBBBBB

BBBBBBBA
BABA

BBA
xBxBAxx

xBAxx

III
II
I

−=⇒=−⇒−−−=⇒

=+−⇒=+−−⇒=+−⇒
−=⇒=+⇒

−−=
+−=

+=

9
2

3
1

9
2

2
3

9
21

2
91

2
33:. 21111 =⇒=






−






−=⇒−=⇒=−⇒=−− ABBBBBII

( )( ) ( )22 1
3
1

1
9
2

2
9
2

12 +
−

+

−
+

−
=

+− xxxxx
x

( )( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

C
x

xx

xxxxxx

dxxxdx
x

dx
x

dx
x

dx
xx

x
xgxg

xg

xg

xg

xg

+
+

⋅++−−=

=
−
+

⋅++−−=
+−

+
⋅++−−=

=⋅+−+=
+

+
+

−
−

=
+−

−+−

′⋅

−

′′

∫∫∫∫∫
−

1
1

3
11ln

9
22ln

9
2

1
1

3
11ln

9
22ln

9
2

12
1

3
11ln

9
22ln

9
2

111ln
1

1
3
1

1
1

9
2

2
1

9
2

12
112

2
22

3
2

3
2

2

1

1

Á ltalá ban, ha a nevező ben többszörös gyök van (van hatvá nyozott gyö ktényező )akkor az
á talakítá st a következő  módon kell megtenni,(egy ö tszö rö s gyö k esetén bemutatva):

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )5
5

4
4

3
3

2
21

4,3,2

5

2

4444432432
23

−
+

−
+

−
+

−
+

−
+

+
+

−
=

−+−
+−

≠−≠≠
x

C
x

C
x

C
x

C
x
C

x
B

x
A

xxx
xx

xxx

A tová bbiakban a szá mítá si módszer megegyezik az elő ző  példá kban bemutatottal.

Integrá lá si helyettesítéssel:
Az f g x g x dx F g x C( ( ) ( )) ( ( ))| = +∫ g x i( ) ∈ alapjá n a jobb oldali fü ggvény az

alá bbi alakzatban is felírható:
( )

)(
)())((

xgu
duufxgF

=∫= , majd ennek kiszá mítá sa utá n az u helyett g(x)-t írunk.

Ezekbő l adódik: ( )
)(

| )()())((
xgu

duufxgxgf
=∫∫ =

Példa: e x dx
x u

x dx du
e du e C e Cx u u x3 3

3
3

2
3

2=
=
=









 = = + = +∫∫ f x e x( ) = g x x( ) = 3
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A fenti megoldá st csak speciá lis esetekben tudjuk haszná lni.
Á ltalá nosabban haszná lható módszer:

( )
)(

|
1

)())(()(
xgu

duugugfdxxf
−=∫∫ =

ahol g: differenciá lható, létezik inverz fü ggvénye g-1 , a g-1 fü ggvény értelmezési
tartomá nyá nak része.
Néhá ny helyettesítés:

0;2 >+ axa ⇒
( )

( )duuadx

uax

ch

sh

=

=
 ;   0;2 >− aax ⇒

( )
( )duuadx

uax

sh

ch

=

=

0;2 >− axa ⇒
( )

( )duuadx

uax

cos

sin

=

=

Pl.

1: ( ) dx
x

xdx
x

xdx
x

x
∫∫∫ +

=
+

=
+ 2

2

2

2

2

2

22
1

2224

( )
( )duudx

ux

ch2

sh2

=

=

( )
( )

( ) ( )
( )( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )duu
u

uduu
u

uduu
u

u

duu
u

uduu
u

udx
x

x

ch
sh1

sh2ch
sh1

sh
2

2ch
sh12

sh2

ch
sh12

sh2ch2
sh22

sh2
2

1
22

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

∫∫∫

∫∫∫

+
=

+
=

+
=

=
+

=
+

=
+

Felhaszná ljuk a ( ) ( ) 1shch 22 =− xx  azonossá got:
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )∫∫

∫∫∫

==

==
+−

=
+

duuduu
u
u

duu
u

uduu
uuu

udxu
u

u

2
2

2

2

222

2

2

2

sh2ch
ch
sh2

ch
ch

sh2ch
shshch

sh2ch
sh1

sh2

 Felhaszná ljuk a ( ) ( )
2

12chsh2 −
=

xx  azonossá got:

( ) ( ) ( )( ) ( ) Cuududuuduuduu +





 −=−=

−
= ∫∫∫∫ 2

2sh
2
212ch

2
2

2
12ch2sh2 2

Végü l behelyettesítü nk:

( ) ( ) 





=⇒=⇒=

2
arshsh

2
sh2 xuuxux

( ) Cx
x

uu
+





























−


















=





 −

2
arsh

2
2

arsh2sh

2
2

2
2sh

2
2

2: ( ) dx
x
xdx

x
xdx

x
x

∫∫∫ −
=

−
=

− 33
1

3393 2

3

2

3

2

3 ( )
( )duudx

ux

sh3

ch3

=

=
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( )
( )

( ) ( )
( )( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )duu
u

uuduu
u

uuduu
u

u

duu
u

uduu
u

udx
x
x

sh
1ch

chchsh
1ch

chch
3
3sh

1ch3
ch33

sh
1ch3

ch33sh3
3ch3

ch33
3

1
33

1

2

2

2

2

2

3

2

3

2

3

2

3

∫∫∫

∫∫∫

−
=

−
=

−

⋅
=

=
−

⋅
=

−

⋅
=

−

Felhaszná ljuk a ( ) ( ) 1shch 22 =− xx  azonossá got:
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )duuuuduuuduuduuu

duuuduu
u

uuduu
u

uu

∫∫∫∫

∫∫∫

+=+=+=

===
−

222

2

2

2

2

2

shchshshchchsh1ch

chchsh
sh

chchsh
1ch

chch

Az utolsó tagra alkalmazva a ∫ +
+

=⋅
+

Cugduugug
1

)()()(
1

|

α

α
α  szabá lyt

(mellékszá mítá s):
most ( ) ( ) ( ) ( )uuguug ch;sh =′=

• ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) Cuuduuuu
xgxg

++=+ ∫
′ 3

shshshchsh
3

2

2

Behelyettesítve:

( ) 







=⇒=

3
archch3 xuux

( ) ( ) ‘
3

3
archsh

3
archsh

3
shsh

3
3

C

x
xuu +

















+













=+

3: dx
x

x
∫

− 2

3

4
( ) ( )
( )duudx

uux
cos2

sin2sin4
=

==

( )
( )

( ) ( )
( )( )

( )

( )
( )

( )duu
u

u

duu
u

uduu
u

udx
x

x

∫

∫∫∫

−
=

=
−

=
−

=
−

cos2
sin12

sin8

cos2
sin14

sin8cos2
sin44

sin8
4

2

3

2

3

2

3

2

3

Felhaszná ljuk a ( ) ( ) 1cossin 22 =+ xx  azonossá got:
( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫

∫∫∫∫

−=−=

====

duuuduuduuu

duuuduuduu
u
uduu

u
u

sincos8sin8cos1sin8

sinsin8sin8cos
cos
sin8cos

cos
sin8

22

23
3

2

3

Az utolsó tagra alkalmazva a ∫ +
+

=⋅
+

Cugduugug
1

)()()(
1

|

α

α
α  szabá lyt (mellékszá mítá s):

most ( ) ( ) ( ) ( )uuguug sin;cos −=′=

• 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( ) Cuu

duuuduuduuuduu
ugug

++−=

=





−+=− ∫∫∫∫

′

3
cos8cos8

sincos8sin8sincos8sin8

3

22

2
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Behelyettesítve:

( ) 





=⇒=

2
arcsinsin2 xuux

( ) ( ) Cx
x

Cuu +













−

















=++−
2

arcsincos8
3

2
arcsincos

8
3

cos8cos8

3
3

Racioná lis törtfü ggvény integrá lá s kiegészítés  (kitartóbbaknak)
Ha a nevező nek nincs valós gyöke (komplex gyö kei vannak), nem tudjuk felbontani első fokú
tagok szorzatá ra. Ekkor, ha van x-es tag a szá mlá lóban, bő vítéssel ki kell fejezni a nevező
derivá ltjá t

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

dx
xx

xx

dx
xx

dx
xx

xdx
xx

x

dx
xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx
x

xg

xg

xg

xgxgxxgxg

∫

∫∫∫

∫∫∫∫

++

−
+++=

=
++

−
+

++
+

=
++

+−+
=

=
++

+
=

++







 +

=
++







 +

=
++

+

′

+=′

744

4
3
8

8
3744ln

744

4
3
8

8
3

744
48

8
3

744
3
8448

8
3

744
3
88

8
3

744
3
18

8
3

744
3
13

8
8
1

744
13

2
2

222

222

48

2

A má sodik tagot a konstans kiemelése utá n teljes négyzetté kell alakítani (mellékszá mítá s):

• =
++

−=
++







 −=

++

−

∫∫∫ dx
xx

dx
xx

dx
xx 744

1
2
1

744
1

8
34

3
8

744

4
3
8

8
3

222

• 
( ) ( )

dx
x

dx
x

dx
x ∫∫∫

+






 +
−=









+

+
−=

++
−=

1
6

12
1

12
1

1
6

126

1
2
1

612
1

2
1

222

• Mivel ( ) ( ) ( ) CxFCxardx
x

dxxf +=+=
+

=∫∫ ctg
1

1
2

• és ∫∫ +







+









=








+⇒++=+ CxFdxxfCbaxF

a
dxbaxf

6
1

6
2

6
2
1

6
1

6
2)(1)(

• Így:

• Cxardx
x

+






 +⋅−=

+






 +

− ∫ 6
2

6
2ctg

2
6

12
1

1
6

2
6

2
1

12
1

2

Behelyettesítve:

Cxarxxdx
xx

x
+







 +−++=
++

+
∫ 6

2
6

2ctg
24

6744ln
744

13 2
2
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Integrá lá s helyettesítéssel kiegészítés (kitartóbbaknak)

Ha az integrá landó fü ggvény valamelyik trigonometrikus fü ggvényben racioná lis, pl:
( )
( ) ( )∫ ++

+ dx
xx

x
cossin1
1tg , akkor helyettesítésként javasolható a következő :

ux
=








2
tg  helyettesítéssel:

( ) 21
2sin

u
ux

+
= ( ) 2

2

1
1cos

u
ux

+
−

= ( ) 21
2tg

u
ux

−
= ( )

u
ux

2
1ctg

2−
=

( )uarx ctg2= du
u

dx 21
2

+
=

( )
( ) ( )

( )( ) ( ) =
+

++−
⋅

+−
+

=
+

++−
⋅

−
+

=

=

+
−+++

−
++−

=

=
+

⋅

+
−

+
+

+
+
+

−
−

+
−=

=
+

⋅

+
−

+
+

+

+
−=

++
+

∫∫

∫

∫

∫∫

du
u

uu
uu

udu
u

uu
u
u

du

u
uuu

u
uu

du
u

u
u

u
u

u
u

u
u

u
u

du
u

u
u

u
u

u
u

dx
xx

x

12
12

11
12

22
12

1
12

1
121

1
12

2

1
2

1
1

1
2

1
1

1
1

1
2

1
2

1
1

1
21

1
1

2

cossin1
1tg

222

2

2

2

22

2

2

2

2

2

22

2

2

2

2

2

2

2

2

2

( )( ) ( )( )∫∫ +−
+++−

=
+−

++−++−
= du

uu
uuudu

uu
uuuuu

2

34

2

2234

11
122

11
122

A polinomosztá s utá n:

( )( ) 12
122

11
122

23

34

2

34

++−−
+++−

=
+−

+++−
uuu
uuu

uu
uuu

( )
12

592412

592
4844
124

22
:)122(

23

2
23

2

23

23

234

34

++−−
++

+−=++−−

++
−−−−
++−

++−−−
+++−

uuu
uuuuuu

uu
uuu
uuu
uuuu
uuu

Behelyettesítve:

( )( )

( )( )
dx

uu
uuuudx

uuu
uudxdxu

dx
uuu

uuudx
uu

uuu

∫∫∫∫

∫∫

+−
++

+−=
++−−

++
+−

=







++−−

++
+−=

+−
+++−

2

22

23

2

23

2

2

34

11
5924

212
59214

12
5924

11
122
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Az utolsó tagot a racioná lis törtfü ggvénynél lá tott módszerrel (mellékszá mítá s):

• 
( )( ) ( ) ( ) ( )2

21
2

2

11111
592

u
B

u
B

u
A

uu
uu

+
+

+
+

−
=

+−
++

• ( ) ( )( ) ( )uBuuBuAuu −+−+++=++ 1111592 21
22

• uBBuBBAuAuAuu 22
2

11
22 2592 −+−+++=++

• 222 11
2

1
22 −=⇒−=⇒−= ABBAuBAuu

• 922929 222 −=⇒−=⇒−= ABBAuBAuu
• 1149225 21 −=−+−+=++= AAAABBA
• 124416 21 −=⇒=⇒=⇒= BBAA
Behelyettesítve:

( )( ) ( ) ( ) ( )
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