Hatarozatlan integral 1 BHM:02.06.13

A hatarozatlan integral

Az integralas mivelete a derivalas forditottja, amivel a,,Melyik az az F(x) fiiggvény, amelyre

F'(X) = f(X) egyenl6ség igaz?’ kérdésre adjuk meg avalaszt.

Definicio: Az f fiiggvénynek a H halmazon az F fiiggvény primitiv fiiggvénye, ha - H része
az f és F értelmezés tartomanynak - az F differencialraa H halmazon - F'(X) =
fxX) (x1 H).

.. 3
Hatarozzuk meg f(X)=x> primitiv fiiggvényét! F(x) = %x“ mivel gx“% = 4% =x*=f(x).

Megoldés lehet az F(x) =%le4 +1, %xz +2+..4N.

Ezért a primitiv fiiggvényeket ebben az esetben %x“ + C (ahol C valés szam) alakban irjuk

fel.

Bizonyitas, (F(x)+C)! = Fl(x)+0=f(x)

Definicio: Az f fiiggvény primitiv fliggvényeinek halmazat az f hatarozatlan integraljanak
nevezziik. Jelolése: Of (x)dx.

Ha vaamely i intervallumon F az f fiiggvénynek primitiv figgvénye, akkor

of X)dx=F(x)+C

(A C konstans tagot integracios allandonak - az f integralando fiiggvény, vagy integranciens.

| ntegrdlds: a primitiv fiiggvények meghatdrozisa.
A dx jelolés azt jelzi, ha az x mellett mas valtozok, vagy paraméterek is
vannak, most az x valtozo szerinti primitiv fiiggvényrol van szé.

Alapintegrdlok: az elemi fiiggvények derivalasara vonatkozo tételek megforditasa

N — 1
G;osxdx-smx O—‘ dx =tgx
cos® X g

c‘;sinxdx:-cosx o1 = - digx
. 1 dx = in osinzx
O & esn

-1 X
O———— dx = arccosx
V1- X? C‘)Sh%dx:cthx
X

C‘)l%dx:arctgx . 1 _
+ X Oz—-l_ldX—al’ShX

X
c‘)H—lzdx:arcctgx o1 ~
C\Phx)((jx=sh Oﬁdx_amhx

L1 X_thhxghdx\<l
Cphxdx = chx - X2 _%arcthxgha\xhl

folytatas a kovetkezg oldalon
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folytatdas az €l 6zs oldalrdl
Xa+1

. |OX ="
OXPdx =7 a*lha 1
I O-dx=Inx a=-

al-1 a*

(‘)axdx:ma ha a>0,al1l

|

~

>9

Integralasi szabalyok: Haaz Q)f (x)dx és (g(x)dx léteznek, akkor

§  Of (X) £ g(x))dx=f (x)dx + Og(x)dx
§ okxf(x)dx=kxOf (x)dx minden k valés szamra

J3>sinx + 2cosx)dx = (Psin xdx + Rcosxdx =

:BC‘);inxdx+2c‘):osxdx: -3cosx+2sinx+C

HaF az f primitiv fiiggvénye az i intervallumon és g differencialhato fiiggvény, akkor
Of (9()g'(x)dx) =F(g(x)) +C  g()T i

Esetei:
ja -J_c‘ﬂa(X)xg'(X)dx-ga M ic
08" 00909k =] _ 00 .
a=-1 0—‘9( )dx:In|g(x)|+C
0f(ax+b)dx:§F(ax+b)+C
Példak:
1

¢pin’ (x) xcos®(x)dx = ¢gin* (x) xcos® (x) xcos(x)dx =¢gin® (x) (1- sin® x) cos(x)dx =
(pin’ xcosxdx - ¢gin® xcosxdx

mert cos’ X +sin®x =1P cos® x =1- sin’ X.

Legyen g(x) =sin(x), ekkor g€x) = cosx, igy pl :

¢pin* xcosxdx = ¢p*(x) xg§x)ax

in>x sin’ x

c‘)sin“xcosxdx-fﬁinexcosxdx:g - +C
2:
d_LLdX Legyeng(x) =1- 5x, ekkor g&x)=-5, igy:
5 4,-5 . 4.9¢), _ 4 _
S -4 =4 -
O 5= 0 5 gy &= 5 Op 5 &= 5 O &= 5ol
= - —In|1- 5 +C
5
2
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3
%dx Legyeng(x) =1- 5x?, ekkor g€x)= - 10x, igy:
- BX

. 2x \ = o 1 o
Oﬁdx: 02x><(1- 5x2Fdx= 02><—10><( 10)x><(1- 5x2Fdx—

(g(x))-?.l+l 2 1- 5x2)§ _

=- 2 §- 10t ) o= 2 ggt)dg(x)s =- 219 - 2

+1
3

- 1%(3\/1- 5x2)2 +C

.
BinG= X - 7xdx
¢ 34 a
Mivel ¢f (x)dx:@sin(x)dx:F(x)+c:- cos(x)+ C ¢és
(‘)f(ax+b)dx— Flax+b)+Cb Ofgdx 7—dx——F & 79 +c:

A

(; cosQ x- 72 +C -4cos€e—1x-79+c

% g4 a

Ebb6| :

@mg— X - 7-dx =

2

3

Parcialisintegralas: Ha u ésv differencialhato fiiggvények, valamely i intervallumon ésitt az
ulv fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye, akkor az uv' fiiggvenynek is

van primitiv fiiggvenye az i intervallumon.
Bizonyitds:
A szorzat integralasi szabalya szerint:

(U(X)V(x))' = u'(x)v(x) + u(x)v!(x) , ezutan mindkét oldalt integralva kapjuk:

u(x)v(x) +C = ¢ful(x)v(x) + u(x)v!(x))dx

Tagonként integralva: (! (x)v(x)dx + U(x)v! (x)dx = u(x)v(x) + C atrendezéssel kapjuk az

alabbit:

GHOVI(X)dx = u()v(x) - J'(X)V(x)dx  tomdrebben:  cpxvldx = uxv -

Példak:
1 (‘)xz cos(3x + 1)dx (egyszerii szor zatfiiggveny)
u(x) = x? vl(x) = cos(3x +1)
akkor ul(x)=2x  v(x)= %sin(Bx +1)
OX cos(3x +1) dx = X —sm(3x +1) - O’Zxésin(3x +1)dx =
’ ux¢
Igy ux
= % x*sin(3x +1) - ?2), Oxsin(3x +Ddx

uby

O xvelx
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Az utolso tagra mégegyszer alkalmazva a parcialis integralas szabal yat (mell ekszimitas):
§ u(x)=x vI(x) =sin(3x + 1)

§ ux=1 v(X) = - %cos(3x+1)

§ @<§n€§>¢<+1)dx: x? écos(3x+1)g— (‘j.xge;e ;cos(3x+1)gdx:
ux/ udy
§ =- ;xcos(3x +1) +;c‘pos(3x +1)=- ;xcos(sx +1)+ Sl)sin(sx +1)
behel yettesitve kapjuk:
O’ cos(3x+1)dx:%))x2 sin(3x +1) +§xcos(3x+1) - %sin(3x+1) +C.

2: g xcos(3x +1) (exponencidlis fiiggvénnyel vett szorzat)
u(x) =cos(3x+1)  VI(x)=¢"
akkor ul(x)=-3sin(3x+1) v(x)=¢*
O cos(3x + 1) dx = e cos(3x +1)- g*(- 3sin(3x +1))x =
I'gy v v vt
= e" cos(3x + 1) + 3¢ sin(3x + 1)dx
Az utolso tagra mégegyszer alkalmazva a parcialis integralas szabal yat (mell ekszimitas):
§ (p sin(3x+1)dx most u(x) =sin(3x+1)  Vi(x)=¢"
akkor ul(x) =3cos(3x+1) V(x)=e*
§ (e sin(3x+1dx=e*sin(3x+1)- ¢p* x3cos(3x + L) =
véu 2] vué
§ =e"sin(3x+1)- 3¢p" cos(3x +L)dx
Az utolso tag megegyezik akiindulasi integrallal. Behelyettesitve:
Eredmeny = ¢g* >cos(3x +1)dx = e* cos(3x +1) + B(eX sin(3x +1)- 9" cos(3x + 1)dx) =
= e* cos(3x +1) + 3e* sin(3x +1) - 9Eredmeny
10Eredmeny = e* cos(3x +1) + 3e* sin(3x +1)

Cp* >cos(3x + 1)dx = Eredmeny = 110 (6" cos(3x +1) + 3e* sin(3x +1))+ C
3 ¢yprecos(x) (kozvetleniil nem integrdlhats fiiggveény)

u(x) =arccos(x)  VI(x)=1

1
\/1- NG

akkor ul(x)=-

V(X) = X

X
i ><arcco X)dx = x><arccos —dx X Xarccos| X dx

1Xg

v

a+l
Az utolso tagraakamazvaa ¢g® (x) xg'(x)dx = 9 +(1) + C szabalyt (mellékszamitas):

y}
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X -1
§ ¢ dx = AL- x* )2 xdx most g(x)=1- x* g'(x) =-2x
O = ot )

1

1
5 - xz)_?lxdx—-—dl )z (- de—-%mz_,/l_ N

2
Behel yettesitve:

¢precos(x)dx = xxarccos(x) - v1- x* +C

Racionalistortfiiggvény integralja (polinomok hanyadosinak integrdlja)

\ _ AN L XA A 2 K2

of (Xdx=¢ hy xx% +h  >xx¥t+ . +h xx+h
Kiszémithatéshoz olyan aI akra hozzuk f(x)-t, amit konnye(bbe)n tudunk integralni.
Ha a nevezs fokszama kisebb a szamlal6énal (g < k), akkor el6szor polinomosztast
csinalunk, melynek eredményeképpen olyan 6sszeget kapunk, melyben lesznek x
hatvanyai konstansokkal szorozva, valamint lesz egy olyan racionalis tért maradék, aminek
szamlaloja kisebb fokszamua a nevezénél.

SZ K+ XX+ X+ _

hy xx® +hy  xxt+ . +h xx+hy

S, XYt s L, xx9 P+ .+ X+
+..HC X+ gy + 2 vz __ ! %
hy Xx% +h, , xx9" +...+h xx+h,
Az integral mivelet és az osszeadas fel cserélheto, igy I&sznek egyrészt X hatvanyainak

a+l

integraljai, amelyek az Qdx = :+ .

k-g k-g-1
XX+ G gy XX

= Ck-g

alapintegrallal szamithatok, valmint a maradéktag

integralja
\ZOX 2 KT A7 X2y

J— k-0 N k-0-1
==cC, dx+c,_, dx +...
hy X% +h_, 3"+ .+ h xx+h, o OF 010"

XTI S A
+C Oxdx+coo1.dx+0 T
h, xx® +h;. ><xg +..+h xx+h,

Ujdonsagként egy olyan raci onallstort intedraljat kell szamitani, aminek szamlaloja kisebb
fokszami a nevezonél.
Bontsuk a nevezét gyoktényezos alakra:

S XX+ s ><x92+ +sl><x+s0 1 A, 0

h {(x- X, ><(x x,)%. qx- x,)  h )éx %) (x- )Jr"'jL(x-xg)jj

Ezutan atortet bontsuk fel olyan tagok 6sszegére, mel yeknek nevezoi az egyes
gyoktényezok, szamlaloi pedig konstansok:

S XUt X2 +sl><x+s0 1 & A,
=— +..+
h, {x- X ><(x X, )% ><(x x h, (x x1 (x- x2) X=Xy
Ezt az alakot tagonként integralhatjuk:
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Sy XIS XL+ Xt
hy xx¢ +h 3t +. +h xx+hy

:i on A dx + ¢ A dx+..+ ¢ A dxg
h, gqx x,) qx- X,) QX- xgj p
Egy ilyen tag integralja (pl. az elsd tag):

(‘)de = A&(‘)L dx Hamegvalasztjuk g(x) = x- x, akkor g¢x)=1 ebbdl:
X - x1 X- X,

dx =

Ao—dx A \g% ))dx: A lng(x) = Alnlx- x|+C
Lassuk ezt egy példan:

X'- 3x%- 5x° +20x- 4
x* - 5X+6

dx Az értelmezés tartomany (most kell ez is):

D, :xI Rx! 2,x! 3 (mertanevezs itt 0)
Polinomosztas:
(x* -3x* -5x* +20x -4)2(x2-5x+6):x2+2x-1+
- x* -5 +6x°
2x* - 11x* +20x - 4
- 2x® - 10x* +12x

3X+2
Xx° - BX+6

-x*  +8 -4
- -x*> +5x -6
3X +2
Polinomosztas utan:
XA - 3x32- 5x* + 20X - 4dx:@a%<2+2x- 1+ 23x+24 Oy =
X° - 5x+6 e X“ - 5x+6g

N \ \ . 3X+24
= OXZdX"'ZOXdX' le.dX+ Omdx

Az utolso tagot tovabb alakitva (mell ekszimitas):

. 3X+2 5+25- 46 12
§ Oixz-x5x+6dx X, = —2 %3Dx2-5x+6:(x-2)(x-3)
X+2 _  3&+2 _ A Alx- 3)+B(x- 2)

= = +
x*-5x+6 (x-2)(x-3) x-2 x- 3 (x- 2)(x- 3)
A mivel D, : xT Rx! 2,x1 3, anevezével egyszeriisithetiink:
3|x+ % = A(x- 3)+B(x- 2)= A?X 3”A+ E|>x- 2”B
Ez az egyenl6ség csak ugy allhat fenn minden x-re, ha kiilon-kiil6n az x-t tartalmazo és

acsak konstansokat tartalmazo tagok megegyeznek.
|.:3x=Ax+Bx b 3=A+Bpb B=3- A

w w w W

S 1l2=-3A- 28

§ 2=-3A-2(3- A)=-A-6b A=-8b B=11
3x+2 -8 . 11

) = +

X>-5x+6 x-2 x-3

6
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3x+2 8 11 g;r{x) gz?fx)
X -
A dx = ¢ dx + @ dx =114 dx - 8¢ dx =
§ O 5xr6 O 2 Oy 3 Ox-()3 Ox-()2
1\ X go\X
=11lnx- 3- 8Inx- 2+C
Behel yettesitve az eredeti egyenletbe:
x* - 3x3- 5x® +20x- 4 3X+24
A dx = &yCdx + 20xdx - yox + 5————dx =
x? - BXx+6 0" 0 d X? - 5Xx+6

NG NG
:§+27- x+11In/x- 3- 8Inx- 2+C

. x-1
Ox- 2)(x- 3)(x+1)
Atalakitas:
x-1 A B C
= + + =
(x-2)(x-3)(x+1) X-2 x-3 x+1 L o
A nevezével ismét egyszeriisithetiink,
_ Alx- 3)(x +1)+ B(x- 2)(x +1)+C(x- 2)(x- 3)
(x- 2)(x- 3)(x+1)
mert D, : xT R,x 2,x1 3,x1 -1. A beszorzasokat is elvégezve.
x- 1= Ax*- 2Ax- 3A+Bx®- Bx- 2B +Cx* - 5Cx +6C
Ez az egyenl6ség csak tgy allhat fenn minden x-re, ha kiilon-kiil6n az x ugyanazt a
hatvanyat tartalmazo tagok megegyeznek.
l.: OX* = AX*+Bx*+Cx*P A+B+C=0pP C=-A-B
Il.: x=-2Ax- Bx-5Cx b -2A- B-5C=1
l.: -1=-3A- 2B+6C

dx Azértelmezési tartomany D, : x1 Rx® 2,xt 3 x?t -1

Il.:-1=-3A- 2B+6(- A- B)=-9A- 8B b BngT'l

I1.:1=-2A- B- 5(- A- B)=-7A- 6B=-7A- 6%’1:-13.75A+§

8

1+
A=—295 0169 B= 9"+W =0.065125 C =-0.169- 0.065125 = -0.234125

< x-1 dx = .0.169 dx

Ox-2)(x- 3x+1) ~ Ox-2
91;(-X) gz;(_X) gsix)

= 0.1690—‘ dx + 0.0651250—‘ dx - 0.2341250—‘ dx =
Xof X X
G [71% ga(x

=0.1691Inx - 2 +0.065125Inx - 3- 0.234125Inx +1+C

N .0.065125 dx - .0.234125 dx =
0 - 0 X+1

O = I Az értelmezési tartomany D, @ xT R,xt 2,xt -1
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Ezt is at kell alakitanunk, de most (mivel a nevezsben hatvanyozis van és ezeért ott
tulajdonképpen harom tag szorzata van) a gyoktényezos tortek mashogy nének ki:
X X A B, B,
= = + + =
(x- 2)(x+1 (x- 2)(x+2)(x+1) x-2 x+1 (x+1)
_ A(x+17 +B(x- 2)(x+1)+B,(x- 2)
(x- 2)(x+1)
A nevezével most is egyszeriisithetiink, mert D, : xT R x® 2,xt -1
X = AX* +2Ax+ A+ B X* - Bx- 2B, + B,x- 2B,
Ez az egyenl6ség csak ugy allhat fenn minden x-re, ha kiilon-kiilon az x ugyanazt a
hatvanyat tartalmazo tagok megegyeznek.

l.: 0x* = AX® + B)x* P A+B,=0p A=-B,
Il.: x=2Ax- Bx+B,xb 2A- B, +B,=1b -2B - B +B,=1b -3B,+B, =1

l.- 0=A-2B,-2B, p 0=-B,-2B-2B,p -38,=2B,b Bzz-:—2381

||.:-3Bl-281:1p -281:113 Blz-gb B, = 398‘?39_1p A=2

e 2¢¢ 9g 3 9
2 2 1
X -9 , 9 _3
(x- 2)J(x+1)° x-2 x+1 (x+1)
Q1¢(X gz¢(x
(\3; Zb_d - 0—dx+ oidx Injx +1 - dx+1)' Xdx =
(x- 2)(x+2)° X 2 X+1 3Yx+1)? et
241 _1
=gln|x- 2|-g|n|x+]_|+1x(X+1) =gln|x- 2|'g|n|X+1|+1 (X+1) _
9 9 3 -2+1 9 9 3 -1
:gln|x- 2|-Z|n|x+]1+1xi+c
9 9 3 x+1

Altalaban, ha a nevezében tobbszér 6s gyok van (van hatvanyozott gysktényezs)akkor az
atalakitast a kovetkezé modon kell megtenni,(egy otszoros gyok esetén bemutatva):

x-3%+2 _ A B _C . G C. ., C . G
(x- 2)(x+3)(x- 4° x-2 x+3 x-4 (x-4 (x-4° (x-4) (x-4)
x12,x1-3,xt4

A tovabbiakban a szamitasi modszer megegyezik az el 6z6 példakban bemutatottal.

Integralasi helyettesitéssel:
Az Of (9(¥)g'(x))dx=F (g(x)) + C g(x)Ti alapjan a jobb oldali fiiggvény az
alabbi alakzatban is felirhato:

F(g(x)) = (C‘)f (u)dulu:g(x) , majd ennek kiszamitasa utan az u helyett g(x)-t irunk.

Ezekbdl adodik: of (9(x))g'(x) :(c‘)f (u)dul "
u=g(x

X3 =u ‘ u X 3
—oedu e'+C=eX +C f(x)=e g(x) =x

s é
Példa: e 3x2dx:23 2 = duu

8
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A fenti megoldast csak specialis esetekben tudjuk hasznalni.
Altalanosabban hasznalhato modszer:

of (e = (¢ (g(u))g'(u)d“lL.:g-l(x)

ahol g: differencialhato, |étezik inverz fiiggvénye g™, ag™ fiiggvény értelmezési
tartomanyanak része.

Néhany helyettesités:
Vva+x*;a>0 =) x=vash(u) . Jx2-a:a>0 b x =+Jach(u)

dx = \/Ech(u)du dx = \/ash(u)du

A x:a>0 5 x =~/asin(u)
dx = +/a cos(u)du

Al.
o = NG x = ~/2sh(u)
\/4+2x 1/2‘2+x) \/_ \/2+x dx—\/_ch(u)
1, X L g2l _ _
N irrea i T AL O \/E(HT) ujdu =
. 2sh() . sh’(u)

\ shz( _
% W h(u)du = 5 W h(u)du = ﬁmch(u)du

Felhasznaljuk a ch?(x)- sh?(x) =1 azonossagot:

()c X = °(u) chlu)du=+v2¢ chlu)du =
V20 iy M= N20 = e gy I = V20 s ehlule
= ZOW&J))ch(u)du:\/Efﬁ]Z(u)du
Felhasznaljuk a sh?(x) = ch(2x)- 1 azonossgot:

ﬁ@z(u)du:ﬁocm(%)_ldu:%(c‘ph@u)du- C‘jdu):ﬁ?h(zu)- e

7e 2 g
Végiil behelyettesitiink:

X ®X 6
=+2sh(u)p —==sh(u)P u=arsh¢—=+
() V2 () g 29

5

EenBanZ* O =

VZash(au) o 2C & e2gh =x o

2 2 ﬂ 2 c 2 e\/_ﬂ_

& p

X X 1, x° x = +/3ch(u)

2. 07— = 0 ——IX == g ——=0X
V3x*- 9 Jax-3) V3x-3 dx = +/3sh(u)du
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1 . ~/3x3ch*(u )\/§sh( \du = J3x3ch*(u)

Nelrar \/ 3 O 3ch?(u)- 3 ~ O (u)- 1 shiujdu=

_ . ~/33ch*(u) D = V3 .ch(u)ch?(u) J u:\ch(u)chz(u) Wdu
=07 a1 B0 1 T = O e

Felhasznaljuk a ch?(x)- sh?(x) =1 azonossagot:
2 2
.ch(u)ch (u)sh(u)du— .ch(u)ch (u)sh(u)du

O ch’(u)- 1 ~C sh?(u) ol =

= c‘ph(u)(1+ shz(u))du = ¢ph(u)du + cph(u)sh?(u)du = sh(u) + gh(u)sh?(u)du

a+l
Az utolso tagraalkalmazvaa ¢yg® (u) xg'(u)du = ga—+(:) +C szabalyt
(mellékszamitas):
most g(u) =sh(u); g§u) = ch(u)

+ ¢phlu)sh? (u)du = u+Shg(u)+
)+ gsllen’ (o =snfe)+ SV

Behelyettesitve:

x=+/3ch(u)p u= arch%e%g
&

s Brcn @ 0 60
5 .
sh(u)+Sh O shgarchae%QQ+ g 39‘/— 9%,
2
3 a8 X 4 x = J/4sin(u) = 2sin(u)
O % dx = ZCos(u)du

3
o) X X =0 gsin’( ZCos(u s 8sin’( O ————2— 2cos{u)du
\/4-x2 ,/4 4sm \/411 sin?( )
ZOMZCOS(U)C’U

2,/1- sin?(u)

Felhasznaljuk a sin?(x) + cos?(x) = 1 azonossagot:

Ot 812((3)) cos{u)du = osj‘o'% cos{uldu = 8gin’ (u)du =8gsin(u)sin? (u)du =

= 8c‘§in(u)(1- cos? (u))du =8¢pin(u)du - 8¢yos’(u)sin(u)du
Az utolso tagraakamazvaa ¢g* (u) xg '(u)du = ga+:(1) + C szabalyt (mellékszamitas):
most g(u) = cos(u); g¢u) = - sin(u)
8¢pin(u)du - 8¢pos’ (u)sin(u)du =8¢gin(u )du+80:os ( )& sin(u )%u =
2

o?() e gdu)

cos®(u)

=-8cos(u)+8 +C
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Behelyettesitve:
x=2sin(u)p u= arcsinge(—g
e2g

cos’ garcsu nge( %

+C=8 ez% BCosgarcsng———+C
3 2 09

cos*(u)

- 8cos(u) +8

Racionalistortfiiggvény integralas kiegészités (kitartobbaknak)
Ha a nevezének nincs val6s gyoke (komplex gyskei vannak), nem tudjuk felbontani el séfoka
tagok szorzatara. Ekkor, ha van x-es tag a szamlaloban, bovitéssel ki kell fejezni a nevezo
derivaltjat
y 16
B+ 19 g+ 1 ax+ 8
. 3X+1 _ e _
4X° +A4Ax+7 4X° +4x+7
g(x) gqx)=8x+4
8

8X+4- 4+— 9¢x) .4
3. 8x+4 d+g\ 3

3. 3
=0, 5 . X=_0. 5 -
8 2 8 4x2+(4)x+7
gl(x

4X° +4x+7
a(x)

8

=In4x? +4x+7‘ 303—dx

4% +4x + 7
A masodik tagot a konstans kiemelése utan teljes négyzetté kell alakitani (mellékszamitas):

8
S5y 8 N =248y 1 g 10—x—
8 V4Ax? +4x +7 83 28 V4Ax? +4x + 7 4x° +4x+ 7

1 1. 1 1.

L X = dx = 1 dx
-0y X =- aX=- - — 5
2 (2X+1)2 + 20 #ZX'F].)Z .\ 9 12 + ...2

Mivel )f (x)dx :(‘)Xziﬂdx =arctg(x)+C=F(x)+C

1 xe2 10 1 *e2 10
és of (ax+h)dx==F(ax+h)+Cbhb Afge—x+—=dx=——Fg—x+—=+C
o' ( ) a ( ) 0 g\/G J6g ®20 g\/G V6 g

€65
Igy: (
1 1 1 6 x2 20
~ dx=- —x—arct —x+——+C
1203e2 L20,, B %6 Joa
<6 ( 6
Behelyettesitve:
3x+1 % 20
O —dx= 7X+f—+c
4% +4X + 7 6 g
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I ntegr alas helyettesitéssel kiegészités (kitartobbaknak)

Ha az integralando fiiggvény valamelyik trigonometrikus fiiggvényben racionalis, pl:

510D ko helyettesitésként javasolhat a kivetkezs:
+sin(x) + cos(x)

192 %= u helyettesitéssal:
€29

. 2u 1- u? 2u 1- u?
sn{\x)= cos{x) = talx) = cta(x) =
O e o O R
x = 2ar ctg(u) dx=—2_du
1+u?
2u
+1
2
q- tg(X) dX:c\) 1-u % 2 du=
+sin(x) + cos(x) 14 20 1-u® 1+u
1+u® 1+u
2u  1-u?
T AT 2
= % u=
~O0 Lo2u 1 u® 1+u?
1+u® 1+u® 1+u?
- U +2u+1
. 1- u* ~du=
01+u +2u+1- u?
1+u?
Jd+u? -u2+2u+1 o 1+u Sut+2u+l
=2/ u=
0l u’ 2u+2 0(1 u 1+u 2(u+1)
Cutr20+0P- U+ 2u+ - utr20+2u+1
5 du= @ —du
(1- u)(1+u) (1- u)1+u)
A polinomosztas utan:
-ut+2u¥+2u+l - ut+2u+2u+l
(1- u)x+u)y -u- Ut +2u+1
2
('u“ +2u° +2u +1):(_ U3-U2+2u+1):u-4+ 2u°+9u+5

3 2
W - W H2u+1
- -ut -2 +20* +u

> -2u* +u +1
- 40° -4u* -8 -4
2u° +9u +5

Behelyettesitve:
- u“+2u3+2u+1dx_ X 2u° +9u+5 t__‘)dx_
(1- u)@@+u) % S U- U H2u+ly
2u +9u+5 u? 2u°+9u+5
X - 4c3dx + ¢y dx=—-4u+¢ dx
Q- 4gd CWErou+l 2 O v+ )y
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Az utolso tagot aracionalis tortfiiggvénynél latott modszerrel (mellékszamitas):
2u°+9u+5 _ A B, B,
= + +
(- ufa+u)f @-u) @+u) @+uf

2u% +9u+5= A(l+u)* +B,(L+u)1- u)+B,(1- u)
2u° +9u+5=A+2Au+ Au’ +B, - Bu*+B, - B,u

2u°=Au*- BU’bp 2=A-B P B, =A-2
u=2Au- Bub 9=2A- B, P B,=2A-9
5=A+B +B,=A+A- 2+2A- 9=4A-11
16=4AP A=4p B =2b B,=-1

Behelyettestve
-ut+2ut +2u+1 u? ® 4 2 -1 0
A dx=—-4du+¢ + + 2du =
O - W)+ ) 2 (L-u) @+u) @+u)p
5 91¢(U) QZ;U) -2
u . .
=—- du+(- 4)0——du+20——du- ) 1 S +u? du=
2 ! ( ) ?_ UQ N ?‘FUQ N Ogsq(u))gﬂulfﬂ N
o) @ 0. () @
2 -1
=% au- 41n1- u +3InjL+ul - (1+u) +C=
2 -1
u? 1
=—- 4u- 4In[1- u|+3Inl+ul+ +C
2 (L+u)
Behel yettesitve tgge(—gz u-t:
e2g
. tg(x)+1 _
Or+ sin(x) + cos(x) o
2%0
9%, 1
= 4tgg——- 41n1- tgg— +3In1+tgg— +———+C
P T
e 2 0g
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