Hatarozott integral 1 BHM: 2000.06.22.

A hatarozott integral.

Jozsi ba’ telke egy domb labanal fekszik, ide akar hazat épieni. Hogy a haz padléja vizszines
legyen, valamennyi foldet ki kell lapatolni és elszallitatni. Jozsi ba’ szertné pontosan tudni,
hany m?® fldet kell megmozgatni neki, azaz mekkora a kiasando fold térfogata. Ha
feltételezziik, hogy a domb magassaga csak egy (X) iranyban valtozik (Iasd abra), akkor aV-
vel jelolt, T alapteriiletti és sz magassagu (igy T sz térfogati) hasabot kell kiasni. Mivel ahaz
szélessége (s2) adott, csak T-t kell kiszamitani valahogy.
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Jozs ba’ akovetkezoképpen okoskodhat:
,,Lemérem a domb magassagat a-tol b-ig pl.
méterenként, majd elsé kozelitésben ugy 1)
veszem, mintha a domb a kovetkezé méterig
ugyanolyan magas lenne. Ekkor a T teriilet: X
al 23 45 p

b
T @é Imxmért magassag (kozelitdleg).” -

A kis abran persze latszik, hogy ez elég durva becslés, pontositani ugy lehet, hanem
méterenként mériink és 6sszegziink, hanem fél, negyed és egyre kisebb tavolsagonként, tehat
finomitjuk az [a,b] intervallum felosztasat.

Tekintsiik pl. az f(x)=x* fiiggvényt a[0,5] intervallumban. Szamitsuk ki a gorbe alatti ésa
[0,5] intervallum feletti rész teriiletét. Osszuk fel az intervallumot n részre az

Xo=0, x1=§ : x2=2§, xi:i§, xn=nE
n n n n
pontokkal (Két osztoépont kozott atavolsag: 5/n).
Szamitsuk Ki az [Xo, X1],[X1, X2],. . ..[Xi, Xis1],-..,[Xn-1, Xn] részintervallumok feletti olyan
téglalapok teriiletét, amiknek magassaga a fliggvény értéke a részintervallumok bal
végpontjaban. A
Y intervallum 1 2 3

H
felett van, melynek teriilete (a bal
végpont fiiggvényérték * az n

Az elso téglalap a §O§
n

intervallumhossz) Ox§ . A masodik
n

5 50 )= 56
téglalap a 5—,2—, intervallum felett N gi—+
&’ nf A & ng
B 5 >
van, melynek teriilete ¢—+ x—. 5 5 S x
éng n n e h
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2

A harmadik téglalap a gs Elntervallum felett van, melynek teriilete 89229 xg
e Ng
Azi-dik téglalap teriilete:
6% ])aéoo 5
n% n’

Adjuk 6ssze ezeket ateriileteket! Az alabbi 6sszeget kapjuk:
f(xo)(xl-xo)+f(xl)(xz-x1)+ AFOG) Xira-Xi)F. . H (Xn1) XnXn-1) =

5 o565 a°2505 (83( 1)5u5
nH

=02 482 T +Q25X T+ o+

3
> 251422 + 3+ 4{(n- 1?)
n &ngn & ngn n’

Hasznaljuk fel az els6 n négyzetszam 6sszegére vonatkozo képletet, akkor a kovetkezot
kapjuk:

_5° (n-1n(2n- 1)
n® 6 '
Finomitsuk afelosztast! Mi torténik n® ¥ esetén?

3 _ _ 3 3 ) i
lims,=lim> 12015 55 mive Dle 2 lg o
¥ T om®¥6 non 6 3 n n
Azt kaptuk tehat, hogy az s, teriil etosszeg egy véges szamhoz 5%3-hoz tart. Ezt a szamot az X°

fiiggvény [0,5] intervallumon vett hatar ozott integraljanak nevezziik ésigy jeloljik:

5

@<2dx .

0

A példaban latott modon definialjuk egy tetszoleges f(x) fiiggvénynek egy adott [a,b]
intervallumon vett hatarozott integraljat.

DEFINICIO: Legyen f az [a,b] intervallumon értelmezett korlatos fiiggvény. Akkor mondjuk,
hogy f az [a,b] intervallumon integr alhaté és hatar ozott integraljal, haaz [a,b] intervallum
tetszés szerinti, minden hataron tul finomodo fel osztasahoz tartozo kozelité 6sszegek barmely
(In) sorozata I-hez konvergal.

2
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Az f fiiggvény (a,b) intervallumon vett hatarozott integraljat a kovetkezéképpen jel6ljiik:
b
of (x)dx a az integral alsé hatara; b: az integral felss hatara;

Ezt az integralt Riemann-féle integralnak is nevezziik.

A hatarozott integral egy val6s szam, definialasaval valamely [a,b] intervallumon integralhato

figgvények mindegyikéhez egy-egy val 6s szamot rendeliink (A hatarozatlan integral egy

fliggvényhez egy fiiggvényhalmazt rendelt, a primitiv fiiggvények halmazat.

Haf az [a,b] intervallumon monoton és korlatos, akkor az emlitett intervallumon integralhato.
b

Az [ab] intervallumon integralhaté fiiggvény of (X)dx hatrozott integraljanak kiszamitasaa

a
definicio szerint a kovetkezo épésekben torténhet: 4
1. Felosztjuk az [a,b] intervallumot n részre az 1 2 3
a=Xp<X1<X2<...<Xn=b osztopontokkal; a A
felosztas finomsaga I5= f(x4 ) (xa-Xo) +
d, =max(x - X_,) (%) (XorXa)+
. (X ) (%)

2. Valasztunk minden részintervallumban egy

pontot, Iegyenek* ezgk renolre 0=x f(Xs )
Xl 1X2 1'~'1Xn
3. Meghatarozzuk az // 5

l=a f(x )X - x.,) (Riemann-féle) xo=a X1 X1 X X2 X3 xz=b
i=1
kozelits 5szeget. dh (% %)

Az f(x)= X fiiggveény d, finomsdgy felosztisa és
integralkozelité osszege n= 3-raaz[ab]
intervallumon

4. Noveljik az n értekét ugy, hogy a felosztas minden hataron tal finomodjon, és

meghatarozzuk a
n b

lim @ f(x )% - %) = Of ()adx

|
d,®0. 7

hatarértéket.

A hatarozott integral tulajdonsagai:
Haaz f fliiggvény az [a,b] intervallumon integralhaté és c valos szam, akkor cf is
integralhato itt, és

b b
O°f (X)dx = cof (x)dx.

Haaz f és g fiiggvények integralhatok az [a,b] intervallumon, akkor f+g isintegralhato itt
€s

b b b
O(f (%) £ g(x))dx = Of (x)dx + g (x)dx
Haf integralhato az [a,b] intervallumon, akkor
a b

Of adx=-of (x)dx,és  f (x)dx=0
b a a
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Haaz f fiiggvény az [a,b] intervallumon integralhat6, akkor integralhato barmely
részintervalluman is és

l(J‘)f (x)dx = E‘)f (x)dx + l(J‘)f (x)dx, ahol ¢l [a,b]
Haf integralhato az [aa,b] interval iumon és necm negativ, akkor
:‘)f (x)dx3 0
Haf integralhato az [a,b] intervallumo? ¢s nem pozitiv, akkor

Of ()dX £ 0

Haf(x) véges sok pont kivételével folytonos és korlatos az [a,b] intervallumon, akkor a
hatarozott integral 1étezik.

Ha f(x) folytonos [a,b]-n, akkor létezik olyan x T [a,b], amelyre

b
Of ()dx = f(x)(b- a) -kozépértéktétel

f(X) T= f( )v(,: a f(x)
/ % /// f(x)
; ,-‘
a
¢ (b a)

§ éof(t)dg £(x),x1 [a,b]
(%]

Newton-L eibniz formula: Haf integralhato az [a,b] intervallumon és F primitiv fiiggvénye

ezen intervallumon f-nek, akkor
b

of Xdx=F(b)- F(a) (Newton-Leibnizformula)

b
Az f (X)dx hatarozott integral kiszamitisanak egy (a legtsbbszor alkalmazott) modja ez
alapjan:

1. Az f (X)dx hatarozatlan integral kiszamitisa

2. A kiszamolt primitiv fiiggvényt behelyettesiteni a és b helyen, majd képezni ezek
kiilonbségét.
Pl_1:
2
cpos(x)dx kiszamitasa:

1

1. cpos(x)dx =sin(x)+C

y}
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2
2. ¢pos(x)dx =sin(2) + C - (sin(1) + C) =sin(2)- sin(1) » 0.0678 mivel ugyanannak a
1

fiiggvenynek kell a behelyettesites értéekeit venni az integrdlds hatdrokon, a C-kis
ugyanazok, ezért kiesnek.
Pl

n(x)dx kiszamitasa:

1. gn(x)dx felhasznilvaa parcialisintegralas szabalyat:

An(x)dx = xxn(x)- @(x%dx: xAn(x)- Jox =xxn(x)- x = xx{In(x)- 1)+C

2. z‘jn(x)dx =2xIn(2)- 1)- 14In(1)- 1) » 0.387

1

Impropriusintegralok:

A hatarozott integral fogalmat véges intervallumon és ott korlatos fiiggvényekre definialtuk.
Ebben a pontban a hatarozott integral fogalmat kiterjesztjiik azokra az esetekre, amikor

a az intervallum végtelen;

b. az integrandus az adott intervallumon nem korlatos.

DEFINICIO: Legyen f értelmezve az [a,¥) intervallumon, és annak barmely véges[a,v]
részintervalluman integral hato.

\

Haa I(i@rg Of (X)dx hatarérték Iétezik, akkor ezt a hatarértéket az f fiiggvény [a,¥)

intervallumon vett impoprius integr aljanak nevezziik.
¥

Jele: Of (x)dx

Pl_1:
¥
(‘ja' *dx kiszamitasa:
0

1. (gldx=-e*+C

L!@rg( e®)- (- e°):llji@rg(- e‘b)+(e°):Lim(- e’)+1=0+1=1

Hasonl6an definialhatok az

b b ¥ \Y

_¥0f (x)dx = ulénl uOf (x)dx  és _9f (x)dx = %r:l uOf (x)dx

impoprius integralok, ha a hatarértékek |éteznek.

Tovabba hasonl6an definialhatok az

b b b b b \Y

aof (x)dx = Iu|®n2 9f (x)dx, aof (x)dx = Ivl®ng of (x)ax, 9f (x)dx = Iu|®n20f (x)dx

u v®bu
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impoprius integralok, haf(x) nem korlatos a ésivagy b helyen, és afenti hatarértékek |éteznek.

1. (‘)%dx = arcsin(x)+C
1

2 oyt pemimo s

b®1 a

dx = lim(arcsin(b) - arcsin(a)) =
b®1

= arcsin(1)- arcsin(- 1):2 geg D

0
a
Véges hatarérték |étezése esetén konver gens ellenkez6 esetben diver gensimpoprius
integralrol beszélink.
Pl_3:

1
(‘))—(dx kiszamitasa:

1. c‘)i—(dx: In(x)+C
2

2. c‘)%dX—llmo)—(dx—llm((ln( ))- (In(a))) =In(2)- lim(In(a))

a® 0 a® 0
0
2

Mivel az In(x) fiiggvénynek a0 helyen nem létezik véges hatarértéke, ezért az G;dex
impoprius integral divergens.

Teriiletszamitas. Haf az [a,b] intervallumon folytonos és nem negativ, akkor az f fiiggvény
¢saz [ab] intervallum altal meghatarozott teriilet (ha az x tengely allatti terziletek - eldjeliiek)

b T f(x)

T = Of (x)dx ‘

>
| a b X

Az y=f(x) egyenletii gorbe, az [a,b] intervallum, valamint az x=a és x=b egyenesek altal
hatarolt sikidom teriilete (ha az x tengely allatti teriletek is + elgjeliiek)

T= :‘jf(x)|dx

ha ez a hatarozott vagy
impoprius integral étezik.

x=a 7

| f(x)

6
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Az y=f(x) egyenletii gorbe és az y=g(x) egyenletii gorbe altal hatarolt sikidom teriilete: (akét
gorbe az f(a)=g(a) ésf(b)=g(b) egyenletek alapjan a é¢s b helyen metszi egymast igy az [a,b]
intervallumon kell integralni):

f(x)

T = f(X)- g(x))dx ’

\

Pl. az f(x) = cos(x) ésag(x) = sin(x) gorbék kozotti teriiletet kell kiszamolni (abra)

- sin(x)

-#- cos(x)

/-’”)fw
A
e
>

Eloszor az integralasi hatarokat kell megallapitani. Ezt asin(x) = cos(x) egyenlet
megoldasaval kapjuk meg:

sin(x) = cos(x) mivel lathatoan acos(x) = O nem megoldas (ekkor a sin(x) vagy 1 vagy
-1), oszthatunk cos(x)-€l.

I _P_
sin(x) _ i %=, =b
=t =1P i
O P TN
|
Tehat ateriilet:
P P p
T= df(x) g(x))dx = ¢fcos(x) - sin(x))dx = ¢pos(x)dx - Osm(x)dx
ﬁ o3
1. ¢pos(x)dx - Osm(x)dx:sm(x)- (- cos(x)) =sin(x) + cos(x) + C
P P
i P 0 & e Po, 2 PKW_
) cpos(x)dx Osm(x)dx g,smg, +cosQ gsmg 4 ‘.a+coscé 4 o
:§E+ﬁg_ &i \/E+&i ﬁo—:zﬁ
2 25§ 2 %
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A szektor teriilete: Legyenr az[a,b] I [0,2p] intervallumon nem negativ fol ytonos
figgvény. A sikbeli polar koordinatarendszerben az r=r(j ) egyenletii gorbe, valamint aj =a
¢s] =b egyenleti félegyenesek altal hatarolt sikidomot az r fiiggvény ésaz [a,b] intervallum
altal meghatarozott szektor nak nevezziik.

Ay Ay

(1) 2
J x> b x>
rg)
rG)

Fiiggvény
pol drkoordindtarendszerben Szektor
dbrdzolva

Legyenr a0 £ a<b £ 2p intervallumon folytonos nem negativ fiiggvény. Az r fiiggvényhez

¢saz [a,b] intervallumhoz tartozé szektor teriilete
b

ISP
T=50°0)d

Forgastest térfogata: A térbeli derékszogii koordinatarendszerben elhelyezett test minden
pontjanak x koordinatajalegyen az [a,b] intervallumban. Az [a,b] intervallumon értelmezett q
figgvény Xol [a,b] helyen felvett értéke legyen az x=xXo sik altal atestbdl kimetszett sikidom
teriilete. Ezzel azt isfeltételeztiik,

hogy minden ilyen sikmetszetnek 11613
létezik ateriilete. Haaq figgvény < | T

integralhaté az [a,b] intervallumon, ,";(\ Vv

akkor azt mondjuk, hogy a testnek A \j\ A
|étezik térfogata és az a ‘ “Z_~4(x)

b I

V = Og(x)dx hatdrozott integrallal

egyenlo.
A definicionak nagyon fontos kovetkezménye a Cavalieri-féleelv :

Két test térfogata egyenls, ha

a két parhuzamos (s, éss,) sik kozott helyezkedik €l

b. mindkét testnek van térfogata;

c. barmely az adott sikokkal parhuzamos sik azonos teriiletii sikidomot metsz ki bel 6liik
(ezzel azt isfeltételeztiik, hogy ezen sikidomoknak |étezik ateriilete).

Az [ab] intervallumon értelmezett f fiiggvény grafikonjat forgassuk meg az x tengely koriil.
Az igy keletkezett feliiletet az f fiiggvényhez és[a,b] intervallumhoz tartozo for gasfeliiletnek
nevezziik. E feliilet ésaz ailletve b pontokon atmend, az x tengel yre meréleges sikok altal
hatarolt test, az f fiiggvényhez és az [a,b] intervallumhoz tartozo for gastest.

8
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TETEL: Haaz f? fiiggvény az [a,b] intervallumon integralhaté, akkor az f fiiggvényhez és az
[a,b] intervallumhoz tartozo forgastest térfogata

b
V =p of 2(x)dx .

A tételben szerepl6 integral lehet impopriusis, haaz
konvergens.

Pl_1:

Az abran lathato serleg ,,poharanak” falat az

y(x) = x2 +a egyenletii gorbe hatarolja(a,,+ a” tag
azt jezi, hogy a serleg ,,nyaka” ,,a” magas). Mekkora
aserleg térfogata?

Mivel aserleg az y tengely koriil forgatott forgastest,
y szerint kell integralni a-tol b-ig. Ehhez y(x)-t at kell
alakitani x(y)-a:

y(x)=x*+ap x(y)=\y-a b 8

Ha a serleg falvastagsagat elhanyagoljuk:

A

b

b 2 b
V=pix(y)dy=poy-ady=pgly- ay=_4 == LN

b b . 2 NS
—pAvdv-beadv= oY - o —
=pQydy-p Y—QOE pxaxy, =
&b’ 0 @& a’
=g0 —-praxoz- g —- praxaz

2 2 2 2
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