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A hatá rozott integrá l.

Jó zsi bá’ telke egy domb lábánál fekszik, ide akar házat épíeni. Hogy a ház padló ja vízszines
legyen, valamennyi földet ki kell lapátolni és elszállítatni. Jó zsi bá’ szertné pontosan tudni,
hány m3 földet kell megmozgatni neki, azaz mekkora a kiásandó  föld térfogata. Ha
feltételezzü k, hogy a domb magassága csak egy (x) irányban változik (lá sd á bra), akkor a V-
vel jelölt, T alapterü letű  és sz magasságú (így T⋅sz térfogatú ) hasábot kell kiásni. Mivel a ház
szélessége (sz) adott, csak T-t kell kiszámítani valahogy.

Jó zsi bá’ a következőképpen okoskodhat:
„Lemérem a domb magasságát a-tó l b-ig pl.
méterenként, majd első közelítésben úgy
veszem, mintha a domb a következő méterig
ugyanolyan magas lenne. Ekkor a T terü let:

magassá gmért  1∑ ⋅≅
b

a
mT  (kö zelítő leg).”

A kis ábrán persze látszik, hogy ez elég durva becslés, pontosítani úgy lehet, ha nem
méterenként mérü nk és összegzü nk, hanem fél, negyed és egyre kisebb távolságonként, tehát
finomítjuk az [a,b] intervallum felosztását.

Tekintsü k pl. az f(x)=x2 fü ggvényt a [0,5] intervallumban. Számítsuk ki a görbe alatti és a
[0,5] intervallum feletti rész terü letét. Osszuk fel az intervallumot n részre az

x0=0, x1= n
5 , x2=2

n
5 , … , xi=i

5
n

, … , xn=n
n
5

pontokkal (Két osztó pont között a távolság: 5/n).
Számítsuk ki az [x0, x1],[x1, x2],… ,[xi, xi+1],… ,[xn-1, xn] részintervallumok feletti olyan
téglalapok terü letét, amiknek magassága a fü ggvény értéke a részintervallumok bal
végpontjában.

Az első téglalap a 





n
5,0  intervallum

felett van, melynek terü lete (a bal
végpont fü ggvényérték * az

intervallumhossz) 
n
50 ⋅ . A második

téglalap a 





nn
52,5  intervallum felett

van, melynek terü lete 
nn
55 2
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A harmadik téglalap a 





nn
53,52  intervallum felett van, melynek terü lete 

nn
552

2

⋅





 .

Az i-dik téglalap terü lete:

( )i
n n

−












1
5 52

.

Adjuk össze ezeket a terü leteket! Az alábbi összeget kapjuk:
sn=f(x0)(x1-x0)+f(x1)(x2-x1)+… +f(xi)(xi+1-xi)+… +f(xn-1)(xn-xn-1) =

=0
n
5 + +






+








nnnn
55255 22

… + ( )
nn

n 551
2





 − = ( )( )5

1 2 3 1
3

3
2 2 2

n
n+ + + + −...

Használjuk fel az első n négyzetszám összegére vonatkozó  képletet, akkor a következőt
kapjuk:

sn=
( ) ( )

6
1215

3

3 −− nnn
n

.

Finomítsuk a felosztást! Mi történik n→∞ esetén?

lim
n ns

→∞
=

n
n

n
n

n

121
6
5lim

3 −−
∞→

=
3
52

6
5 33

= , mivel .212,11
→

−
→

−
n

n
n

n

Azt kaptuk tehát, hogy az sn terü letösszeg egy véges számhoz 53/3-hoz tart. Ezt a számot az x2

fü ggvény [0,5] intervallumon vett hatá rozott integrá ljának nevezzü k és így jelöljü k:

∫
5

0

2dxx .

A példában látott mó don definiáljuk egy tetszőleges f(x) fü ggvénynek egy adott [a,b]
intervallumon vett határozott integrálját.

DEFINICIÓ : Legyen f az [a,b] intervallumon értelmezett korlátos fü ggvény. Akkor mondjuk,
hogy f az [a,b] intervallumon integrá lható és hatá rozott integrá lja I, ha az [a,b] intervallum
tetszés szerinti, minden határon túl finomodó  felosztásához tartozó  közelítő összegek bármely
(In) sorozata I-hez konvergál.
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Az f fü ggvény (a,b) intervallumon vett határozott integrálját a következőképpen jelöljü k:

∫
b

a

dxxf )(        a: az integrál alsó  határa;   b: az integrál felső határa;

Ezt az integrált Riemann-féle integrá lnak is nevezzü k.
A határozott integrál egy való s szám, definiálásával valamely [a,b] intervallumon integrálható
fü ggvények mindegyikéhez egy-egy való s számot rendelü nk (A határozatlan integrál egy
fü ggvényhez egy fü ggvényhalmazt rendelt, a primitív fü ggvények halmazát.
Ha f az [a,b] intervallumon monoton és korlátos, akkor az említett intervallumon integrálható .

Az [a,b] intervallumon integrálható  fü ggvény f x dx
a

b

( )∫  határozott integráljának kiszámítása a

definíció  szerint a következő épésekben történhet:
1. Felosztjuk az [a,b] intervallumot n részre az

a=x0<x1<x2<… <xn=b osztó pontokkal; a
felosztás finomsága

( )δ n i n i ix x= −
≤ ≤ −max

1 1

2. Választunk minden részintervallumban egy
pontot, legyenek ezek rendre

x1
*,x2

*,… ,xn
*

3. Meghatározzuk az

In= f x x xi i i
i

n

( )( )* − −
=
∑ 1

1

 (Riemann-féle)

közelítő összeget.

4. Növeljü k az n értékét úgy, hogy a felosztás minden határon túl finomodjon, és
meghatározzuk a

lim ( )( ) ( )*

δ n

f x x x f x dxi i i
a

b

i

n

→ −
=

− = ∫∑0 1
1

határértéket.

A hatá rozott integrá l tulajdonsá gai:
• Ha az f fü ggvény az [a,b] intervallumon integrálható  és c való s szám, akkor cf is

integrálható  itt, és

cf x dx c f x dx
a

b

a

b

( ) ( )= ∫∫ .

• Ha az f és g fü ggvények integrálható k az [a,b] intervallumon, akkor f+g is integrálható  itt
és

( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx
a

b

a

b

a

b

± = ± ∫∫∫
• Ha f integrálható  az [a,b] intervallumon, akkor

f x dx f x dx
a

b

b

a

( ) ( )= −∫∫ , és f x dx
a

a

( ) =∫ 0

x

1. 2. 3.

x1
*

x0 = a

f(x)=x2

x1 x2 x3 = bx2
* x3

*

f(x3
*)

(x3- x2)δn

Az f(x)= x2 fü ggvény δn finomsá gú  felosztá sa és
integrá lkö zelítő  ö sszege n= 3-ra az [a,b]
intervallumon

I3= f(x1
*)(x1-x0)+

f(x2
*)(x2-x1)+

f(x3
*)(x3-x2)
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• Ha az f fü ggvény az [a,b] intervallumon integrálható , akkor integrálható  bármely
részintervallumán is és

f x dx f x dx f x dx
c

b

a

c

a

b

( ) ( ) ( )= + ∫∫∫ , ahol c∈[a,b]

• Ha f integrálható  az [a,b] intervallumon és nem negatív, akkor

f x dx
a

b

( ) ≥∫ 0

• Ha f integrálható  az [a,b] intervallumon és nem pozitív, akkor

f x dx
a

b

( ) ≤∫ 0

• Ha f(x) véges sok pont kivételével folytonos és korlátos az [a,b] intervallumon, akkor a
határozott integrál létezik.

 
• Ha f(x) folytonos [a,b]-n, akkor létezik olyan ξ ∈[ , ]a b , amelyre

( )( )f x dx f b a
a

b

( ) = −∫ ξ   -középértéktétel

§ ],[),()( baxxfdttf
x

a

∈=
′









∫

Newton-Leibniz formula: Ha f integrálható  az [a,b] intervallumon és F primitív fü ggvénye
ezen intervallumon f-nek, akkor

f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )= −∫     (Newton-Leibniz formula.)

Az ∫
b

a

dxxf )(  határozott integrál kiszámításának egy (a legtö bbszö r alkalmazott) mó dja ez

alapján:
1. Az ∫ dxxf )(  határozatlan integrál kiszámítása

2. A kiszámolt primitív fü ggvényt behelyettesíteni a és b helyen, majd képezni ezek
kü lönbségét.

Pl_1:

( )∫
2

1

cos dxx  kiszámítása:

1. ( ) ( ) Cxdxx +=∫ sincos

a ab b

( )∫=
b

a

dxxfT

T

ξ

f(ξ)

(b – a)

f(x)f(x)

T

( )( )abfT −= ξ
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2. ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 0678.01sin2sin1sin2sincos
2

1

≈−=+−+=∫ CCdxx  mivel ugyanannak a

fü ggvénynek kell a behelyettesítési értékeit venni az integrá lá si hatá rokon, a C-k is
ugyanazok, ezért kiesnek.

Pl_2:

( )∫
2

1

ln dxx  kiszámítása:

1. ( )∫ dxxln  felhasználva a parciális integrálás szabályát:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) Cxxxxxdxxxdx
x

xxxdxx
vu

vuvu
+−⋅=−⋅=−⋅=⋅−⋅=⋅ ∫∫∫

′⋅
⋅⋅′

1lnln1ln1lnln1

2. ( ) ( )( ) ( )( ) 387.011ln112ln2ln
2

1

≈−⋅−−⋅=∫ dxx

Improprius integrá lok:
A határozott integrál fogalmát véges intervallumon és ott korlátos fü ggvényekre definiáltuk.
Ebben a pontban a határozott integrál fogalmát kiterjesztjü k azokra az esetekre, amikor
a.  az intervallum végtelen;
b.  az integrandus az adott intervallumon nem korlátos.
DEFINICIÓ : Legyen f értelmezve az [a,∞) intervallumon, és annak bármely véges [a,v]
részintervallumán integrálható .

Ha a lim ( )
v

a

v

f x dx
→∞ ∫  határérték létezik, akkor ezt a határértéket az f fü ggvény [a,∞)

intervallumon vett impoprius integrá ljá nak nevezzü k. 

Jele: f x dx
a

( )
∞

∫
Pl_1:

∫
∞

−

0

dxe x  kiszámítása:

1. Cedxe xx +−= −−∫
2. ( ) ( )( )0

00

limlim −−

∞→

−

∞→

∞
− −−−== ∫∫ eedxedxe b

b

b
x

b

x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1101limlimlim 00 =+=+−=+−=−−− −

∞→

−

∞→

−

∞→

b

b

b

b

b

b
eeeee

Hasonló an definiálható k az

∫ ∫
∞−

−∞→
=

b b

u
u

dxxfdxxf )(lim)( és ∫∫
∞

∞− ∞→
−∞→

=
v

uv
u

dxxfdxxf )(lim)(

impoprius integrálok, ha a határértékek léteznek.
Továbbá hasonló an definiálható k az

∫∫∫∫∫∫
→
→→→

===
v

u

b

a bv
au

b

u
bv

b

a

b

u
au

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfdxxf )(lim)(,)(lim)(,)(lim)(
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impoprius integrálok, ha f(x) nem korlátos a és/vagy b helyen, és a fenti határértékek léteznek.

Pl_2:

∫
− −

1

1
21

1 dx
x

1. ( ) Cxdx
x

+=
−∫ arcsin

1
1

2

2. ( ) ( )( ) =−=
−

=
− →

−→
→

−→
−

∫∫ abdx
x

dx
x b

a

b

ab
a

arcsinarcsinlim
1

1lim
1

1

1
12

1
1

1

1
2

( ) ( ) π
ππ

=





 −−=−−=

22
1arcsin1arcsin

Véges határérték létezése esetén konvergens ellenkező esetben divergens impoprius
integrálró l beszélü nk.
Pl_3:

∫
2

0

1 dx
x

 kiszámítása:

1. ( ) Cxdx
x

+=∫ ln1

2. ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )aadx
x

dx
x aa

a
a

lnlim2lnln2lnlim1lim1
00

2

0

2

0
→→→

−=−== ∫∫

Mivel az ln(x) fü ggvénynek a 0 helyen nem létezik véges határértéke, ezért az ∫
2

0

1 dx
x

impoprius integrál divergens.

Terü letszá mítá s: Ha f az [a,b] intervallumon folytonos és nem negatív, akkor az f fü ggvény
és az [a,b] intervallum által meghatározott terü let (ha az x tengely allatti terü letek - elő jelűek)

∫=
b

a

dxxfT )(

Az y=f(x) egyenletű  görbe, az [a,b] intervallum, valamint az x=a és x=b egyenesek által
határolt síkidom terü lete (ha az x tengely allatti terü letek is + elő jelűek)

∫=
b

a

dxxfT )(

ha ez a határozott vagy
impoprius integrál létezik.

T

a b

f(x)

x

Tx=a
x=b

f(x)
x
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Az y=f(x) egyenletű  görbe és az y=g(x) egyenletű  görbe által határolt síkidom terü lete: (a két
görbe az f(a)=g(a) és f(b)=g(b) egyenletek alapján a és b helyen metszi egymást, így az [a,b]
intervallumon kell integrálni):

( )∫ −=
b

a

dxxgxfT )()(

Pl. az f(x) = cos(x) és a g(x) = sin(x) görbék közötti terü letet kell kiszámolni (ábra)

Először az integrálási határokat kell megállapítani. Ezt a sin(x) = cos(x) egyenlet
megoldásával kapjuk meg:

( ) ( )xx cossin = mivel látható an a cos(x) = 0 nem megoldás (ekkor a sin(x) vagy 1 vagy
-1), oszthatunk cos(x)-el.

( )
( ) ( )









=−=

==
⇒==

ax

bx
x

x
x

4
3
41tg

cos
sin

2

1

π

π

Tehát a terü let:

( ) ( ) ∫∫∫∫
−−−

−=−=−=
4

4
3

4

4
3

4

4
3

)sin()cos()sin()cos()()(

π

π

π

π

π

π

dxxdxxdxxxdxxgxfT
b

a

1. ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) Cxxxxdxxdxx ++=−−=− ∫∫ cossincossinsincos

2. 

22
2
2

2
2

2
2

2
2

4
3cos

4
3sin

4
cos

4
sin)sin()cos(

4

4
3

4

4
3

=

















−+−−








+=

=













 −

+





 −

−













+






=− ∫∫

−−

ππππ
π

π

π

π

dxxdxx

T

a b

f(x)

x

g(x)

- 1. 5

- 1

- 0. 5

0

0. 5

1

1. 5

- 2. 5 - 2 - 1. 5 - 1 - 0. 5 0 0. 5 1 1. 5

sin(x)
cos(x)
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A szektor terü lete: Legyen r az [α,β] ⊂ [0,2π] intervallumon nem negatív folytonos
fü ggvény. A síkbeli polár koordinátarendszerben az r=r(ϕ) egyenletű  görbe, valamint a ϕ=α
és ϕ=β egyenletű  félegyenesek által határolt síkidomot az r fü ggvény és az [α,β] intervallum
által meghatározott szektornak nevezzü k.

Legyen r a 0 ≤ a < b ≤ 2π intervallumon folytonos nem negatív fü ggvény. Az r fü ggvényhez
és az [a,b] intervallumhoz tartozó  szektor terü lete

T=
1
2

2r d( )ϕ ϕ
α

β

∫

Forgá stest térfogata: A térbeli derékszögű  koordinátarendszerben elhelyezett test minden
pontjának x koordinátája legyen az [a,b] intervallumban. Az [a,b] intervallumon értelmezett q
fü ggvény x0∈[a,b] helyen felvett értéke legyen az x=x0 sík által a testből kimetszett síkidom
terü lete. Ezzel azt is feltételeztü k,
hogy minden ilyen síkmetszetnek
létezik a terü lete. Ha a q fü ggvény
integrálható  az [a,b] intervallumon,
akkor azt mondjuk, hogy a testnek
létezik térfogata és az a

V q x dx
a

b

= ∫ ( )  határozott integrállal

egyenlő.
A definició nak nagyon fontos következménye a Cavalieri-féle elv :
Két test térfogata egyenlő, ha
a.  két párhuzamos (sa és sb) sík között helyezkedik el;
b.  mindkét testnek van térfogata;
c.  bármely az adott síkokkal párhuzamos sík azonos terü letű  síkidomot metsz ki belőlü k

(ezzel azt is feltételeztü k, hogy ezen síkidomoknak létezik a terü lete).

Az [a,b] intervallumon értelmezett f fü ggvény grafikonját forgassuk meg az x tengely körü l.
Az így keletkezett felü letet az f  fü ggvényhez és [a,b] intervallumhoz tartozó  forgá sfelü letnek
nevezzü k. E felü let és az a illetve b pontokon átmenő, az x tengelyre merőleges síkok által
határolt test, az f fü ggvényhez és az [a,b] intervallumhoz tartozó  forgá stest.

r(ϕ)

ϕ

y

x

Fü ggvény
polá rkoordiná tarendszerben
á brá zolva

r(ϕ)
β

y

x

α

Szektor

V

a bq(x)

f(x)

x
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TÉTEL: Ha az f2 fü ggvény az [a,b] intervallumon integrálható , akkor az f fü ggvényhez és az
[a,b] intervallumhoz tartozó  forgástest térfogata

∫=
b

a

dxxfV )(2π  .

A tételben szereplő integrál lehet impoprius is, ha az
konvergens.

Pl_1:
Az ábrán látható  serleg „poharának” falát az

( ) axxy += 2  egyenletű  görbe határolja ( a „+ a” tag
azt jezi, hogy a serleg „nyaka” „a” magas). Mekkora
a serleg térfogata?
Mivel a serleg az y tengely körü l forgatott forgástest,
y szerint kell integrálni a-tó l b-ig. Ehhez y(x)-t át kell
alakítani x(y)-á:

( ) ( ) ayyxaxxy −=⇒+= 2

Ha a serleg falvastagságát elhanyagoljuk:

( )( ) ( )









⋅⋅−−








⋅⋅−=

=







⋅⋅−=−=

=−=−==

∫∫

∫∫∫

aaabab

yaydyadyy

dyaydyaydyyxV

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

ππππ

ππππ

πππ

22

2
22

2

2
2

 y

 x

a b

 y(x) = x2+ a
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