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Fü ggvényvizsgálat

1: Végezzen teljes fü ggvényvizsgálatot az ( )
40183
24103

23

23

+−−
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=
xxx
xxxxf  fü ggvényen, valamint

adja meg határértékét az 2=x  helyen!
Az 2=x  helyen, behelyettesítéssel, f(x) nevezője, sőt a számláló ja is, 0 értékű . (Nem
vé letlenül ké rté k ott a határé rté ket.) Ebből tudjuk, hogy a számláló  és a nevező egyik gyö ke
(nulla-helye) az 21 =x . Mivel tetszőleges n-ed fokú polinom felbontható  gyö ktényezőinek
szozatára:
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1  ahol x1, x2,… xk a

p(x) polinom gyö kei (null-helyei).

Pl:  a 822 −+ xx  polinom gyö kei: 
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2,1x  így a

gyö ktényezős alak: ( ) ( )42822 +⋅−=−+ xxxx  ami visszaszorzással ellenőrizhető.

Pl2: a 484 2 +− xx  polinom gyö kei: 
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2,1x  azaz az x=1 kettős

gyö k, így a gyö ktényezős alak: ( ) ( ) ( )22 14114484 −=−⋅−=+− xxxxx  ami
visszaszorzással szintén ellenőrizhető.

A feladatban a számláló  és a nevező egyik gyö két már ismerjü k ( 2=x ), így az ehez tarozó
2−x  gyö ktényezővel elosztva mindkettőt, másodfokú polinomot kapunk, aminek gyö keit

már ki tudjuk számítani.
Polinom-osztás:
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A mó dszer: mindig az osztandó  és az osztó  legnagyobb fokszámú tagjának hányadosát

képezzü k (első lépésben pl.: 2
3

x
x
x

= ), majd az eredményt az osztó val megszorozzuk és

kivonjuk az osztandó bó l (második lépés: ( ) 232 22 xxxx −=⋅− ), így kapunk egy maradékot
(harmadik lépés: ( ) ( ) 2410224103 22323 +−−=−−+−− xxxxxxx  ). A továbbiakban ez a

maradék lesz az osztandó  és megismételjü k a három lépést ismét ( x
x
x

−=
− 2

;

( ) ( ) xxxx 22 2 +−=−⋅− ; ( ) ( ) 241222410 22 +−=+−−+−− xxxxx ). A keletkező
maradékkal addig csináljuk ezt, amíg a fokszáma kisebb nem lesz az osztó énál. Az így
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maradó  maradék és az osztó  hányadosa a polinomosztás után maradó  tö rtrész (most éppen 0)
a tö bbi az egészrész (most 122 −− xx ).
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A kapott másodfokú nevezőt már fel tudjuk bontani gyö ktényezőkre:
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20 3,2
2 xxx , így: ( ) ( )45202 +⋅−=−− xxxx

A nevező teljes alakja:
( ) ( ) ( )24540183 23 −⋅+⋅−=+−− xxxxxx

Az értelmezési tartomány ebből (a nevező nem lehet 0):
Df: x∈R, x ≠ 5, x ≠ -4, x ≠ 2,

A számláló t is tovább bonthatjuk (ez f(x) zé rushelyeinek keresé sé hez kell, elhagyható )
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A számáló  teljes alakja:
( ) ( ) ( )23424103 23 −⋅+⋅−=+−− xxxxxx

A fü ggvény határértékének vizsgálata a kritikus helyeken (x→∞, x→-∞, x =5, x =-4, x =2)
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Jobb oldali határérték képzése: 5;551
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Bal oldali határérték képzése: 5;551
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Jobb oldali határérték képzése: 4;441
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Bal oldali határérték képzése: 4;441
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A fü ggvény vázlatos felrajzolásához most már rendelkezésre állnak az alábbiak:

( ) 1lim =
−∞→

xf
x

, ( ) ∞=
−<
−→

xf
x
x

4
4

lim , ( ) −∞=
−>
−→

xf
x
x

4
4

lim , ( )
18
10lim

2
=

→
xf

x
, ( ) −∞=

<
→

xf
x
x

5
5

lim , ( ) ∞=
>
→

xf
x
x

5
5

lim ,

( ) 1lim =
∞→

xf
x

, továbbá a zérushelyek: 34 −=x , 45 =x .
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