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Fü ggvények határértékei
A fü ggvényvizsgálathoz néhány definíció:

Fü ggvény
értelmezési
tartománya:

Az(ok) az intervallum(ok), ahol a fü ggvényt megadjuk, vagy ahol a
fü ggvény értékét a fü ggvény definíciója (képlete) alapján egyértelmű en ki
tudjuk számítani.

Fü ggvény
értékkészlete:

Az(ok) az intervallum(ok), mely(ek)bő l a fü ggvény az értékeit felveheti.

Fü ggvény
párossága:

Páros a fü ggvény, ha ( ) ( )xfxf =− , azaz a grafikonja az x = 0– ra
tü krözhető . (pl. x2, cos(x))
Páratlan a fü ggvény, ha ( ) ( )xfxf =−− , azaz a grafikonja az origó ra
középpontosan szimmetrikus. (pl. x3, sin(x))
Ha ezen feltételek egyike sem teljesü l, akkor a fü ggvény nem páros és nem
páratlan (ez így egy tulajdonság!)

Válasszuk az x1 értéket x0-hoz tetsző leges közel az f(x) értelmezési tartományban. Vizsgáljuk
meg, hogy hogyan viselkedik az f(x) fü ggvény ezen x1 értékekre. Elő fordulhat, hogy az ilyen
x1-ekre (amelyek tehát az x0 helyhez tetsző legesen közel lettek választva) az f(x) értékek egy
jól meghatározott A szám közelébe esnek. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az f(x) fü ggvénynek az
x0 helyen létezik határértéke és az A-val egyenlő .

Tekintsü nk egy f(x) fü ggvényt és egy Rx ∈0  valós számot.
Akkor mondjuk, hogy az f(x) fü ggvénynek az x0 helyen a
hatá rértéke A, ha A körü l tetsző leges δ sugarú
környezetet kiválasztva tudunk találni x0 körü l olyan ε
sugarú környezetet, amire igazak a következő k:
1. Az (x0 - ε, x0) és az (x0, x0 + ε) intervallumok az f(x)

fü ggvény értelmezési tartományába esnek.
2. Az (x0 - ε, x0) és az (x0, x0 + ε) intervallumokban

A - δ ≤ f(x)≤ A + δ.
3. Ha δ→0, akkor ε→0.

Ez az un. Cauchy-féle fü ggvényhatárérték definíció.

Az ábrán a jobb oldali határ (fü ggőleges szü rke szaggatott) kijelölé sé ben az 1. pont, a bal
oldali határ (fü ggőleges szü rke szaggatott) kijelölé sé ben a 2. pont játszott szerepet; az ε1 -t az
x0 ponthoz közelebbi jelöli ki, ezé rt a bal oldali határ most a fü ggőleges piros szaggatott lesz.
δ é s ε kijelöl egy té glalapot (zöld szaggatott) a fü ggvé ny ezen belü l nem lehet „ hiányos”  é s
nem ló ghat belőle ki fü gőleges irányban.
Határé rté ke akkor van az adott pontban a fü ggvé nynek, ha bármilyen kicsi δ-hoz mindig
találunk megfelelő ε-t, é s ha δ1 > δ2, akkor ε1 ≥ ε2.

Másképp (nem tudom ki féle definíció):

A fü ggvény határértéke az x0 helyen:
( ) Axf

xx
=

→ 0

lim , ha tetszőleges xn sorozatra, melyre 0lim xxnn
=

∞→
, a ( ) Axf nn

=
∞→

lim  teljesü l.

 f(x)

 x
 x0

A
 δ1

 δ1

ε1 ε1

 δn

 δn

εn εn
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Attól fü ggő en, hogy a választott xn sorozat hogyan tart x0-hoz beszélhetü nk
• Bal oldali határértékrő l: ekkor 0lim xxnn

=
∞→

, de xn < x0.

A  jele ( ) Axf
xx
xx

=
<
→

0

0

lim  vagy ( ) Axf
xx

=
−→ 00

lim

• Jobb oldali határértékrő l: ekkor 0lim xxnn
=

∞→
, de xn > x0.

A  jele ( ) Axf
xx
xx

=
>
→

0

0

lim  vagy ( ) Axf
xx

=
+→ 00

lim

A fü ggvény határértékének vizsgálatakor
A fü ggvény határértéke tehát sorozathatárértékkel van definiálva.
Példák:

( )
x

xf
+

=
2

1 , állapítsuk meg ( ) ?lim
0

=
→

xf
x

 és ( ) ?lim
2

=
−→

xf
x

 értékeit!

a: Vegyü k fel az 
n

xn
1

=  sorozatot, melyre 0lim =
∞→ nn

x  és 0>nx  (jobb oldali határérték)!

Ekkor ( )
2
1

02
1

12

1limlim =
+

=
+

=
∞→∞→

n

xf
nnn

Vegyü k fel az 
n

xn
1

−=  sorozatot, melyre 0lim =
∞→ nn

x  és 0<nx  (bal oldali határérték)!

Ekkor ( )
2
1

02
1

12

1limlim =
−

=
−

=
∞→∞→

n

xf
nnn

Látható, hogy az ( )
x

xf
+

=
2

1  fü ggvénynek az x=0 helyen a jobb és bal oldali határértéke

megegyezik ami megegyezik a helyettesítési (képletébő l kijövő ) értékével.

b: Vegyü k fel az 21
−=

n
xn  sorozatot, melyre 2lim −=

∞→ nn
x  és 2−>nx  (jobb oldali

határérték)!

Ekkor ( ) ∞==
+−

=






 −+

=
∞→∞→∞→∞→

n

nn

xf
nnnnn
lim122

1lim
212

1limlim

Vegyü k fel az 21
−−=

n
xn  sorozatot, melyre 2lim −=

∞→ nn
x  és 2−<nx  (bal oldali

határérték)!

Ekkor ( ) ( ) −∞=−=
−−

=






 −−+

=
∞→∞→∞→∞→

n

nn

xf
nnnnn
lim122

1lim
212

1limlim

Látható, hogy az ( )
x

xf
+

=
2

1  fü ggvénynek az x= -2 helyen a jobb és bal oldali

határértéke nem véges és még csak meg sem egyeznek (a helyettesítési (képletébő l kijövő )
értékérő l most nincs értelme beszélni, hiszen a fü ggvény az x= -2 helyen nincs
értelmezve).
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Mű veletek függvények hatá rértékeivel (bizonyítá s nélkül)
Ha adottak f(x) és g(x) x0-ban konvergens fü ggvények, melyeknek határértéke F és G, akkor:

( ) ( )( ) GFxgxf
xx

+=+
→ 0

lim ( ) ( )( ) GFxgxf
xx

−=−
→ 0

lim

( )( ) Fcxfc
xx

⋅=⋅
→ 0

lim ( ) ( )( ) GFxgxf
xx

⋅=⋅
→ 0

lim ( )( ) kk

xx
Fxf =

→ 0

lim

( )
( ) 0_lim

0

≠=







→

Gha
G
F

xg
xf

xx
( )( ) ( ) 0;0_lim

0

≥≥=
→

FxfhaFxf kk
xx

( )( )( ) ( )( ) ( )Gfxgfxgf
xxxx

=




=

→→ 00

limlim , ha f folytonos G helyen.

Nevezetes függvényhatá rértékek
Léteznek bizonyos elemi sorozatok, melyeknek határértékét már korábban kiszámították, és
amelyekbő l a legtöbb fü ggvényhatárérték felépíthető .

01lim =







∞→ xx
01lim =








−∞→ xx
( ) ∞=

∞→
x

x
lim  ,de ( ) −∞=

−∞→
x

x
lim , azaz nincs véges határérték

( ) cc
xx

=
→ 0

lim ( ) 1sinlim
0

=







→ x
x

x
( ) ∞=

∞→

x

x
elim ( ) 0lim =−

∞→

x

x
e

Az y=f(x) függvény folytonossá ga:

A folytonosság a fü ggvénynek pontbeli tulajdonsága. Azt mondjuk, hogy a f(x) fü ggvény az
értelmezési tartományának x0 pontjában folytonos, ha létezik x0-nak olyan környezete, amely
beletartozik az f(x) értelmezési tartományába, továbbá x0-ban f(x)-nek megegyezik a jobb és a
bal oldali határértéke, ami véges és megegyezik az  x0-ban vett behelyettesítési értékkel, azaz

)()(lim)(lim)(lim 0

0

0

0

00

xfxfxfxf
xx
xx

xx
xxxx

===
<
→

>
→→

Valamely f(x) fü ggvényt egy intervallumban folytonosnak nevezü nk, ha annak minden
pontjában folytonos.
Végü l az f(x) fü ggvényt magát folytonosnak nevezzü k, ha értelmezési tartományának minden
pontjában folytonos.
Ha az f(x) fü ggvény valamely  x0  helyen a következő képpen viselkedhet:
− Folytonos, ha (lásd fent)
− hézagpontja van, ha )(lim)(lim

0
0

0
0

xfxf
xx
xx

xx
xx

<
→

>
→

=  létezik és véges, de  a nem eleme az f(x)

értelmezési tartományának

− megszü ntethető szakadá si hely, ha )(lim)(lim
0

0
0

0

xfxf
xx
xx

xx
xx

<
→

>
→

=  létezik és véges, továbbá a

eleme az   értelmezési tartományának, de  )()(lim 0
0

xfxf
xx

≠
→

x0
x

f(x)

x0
x

f(x)f(x0)
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− ugrá sa van, ha létezik jobb és bal oldali határérték, de nem egyenlő

− lényeges szingularitá sa van, ha nem létezik a )(lim
0

xf
xx→

véges határérték.

Pl. 















→ xx

1sinlim
0

és 







→ xx

1lim
0

Példá k, megoldá si mó dszerek

Az általában elő forduló egyszerű  fü ggvényeknél, ha az x0 benne van az értelmezési
tartományában, akkor )()(lim 0

0

xfxf
xx

=
→

.

Racioná lis törtfü ggvény (polinomok há nyadosa):

( )
01

1
1

01
1

1

...
...

hxhxhxh
szxszxszxszxf g

g
g

g

k
k

k
k

+⋅++⋅+⋅
+⋅++⋅+⋅

= −
−

−
−

A racionális törtfü ggvény határértékét háromféle helyen kellhet számítani:
• x→∞ , illetve x→-∞ ; a módszer hasonlít a racionális tört sorozatok határértékének

számításához
• x→x0 , és x0 eleme az értelmezési tartománynak; egyszerű en behelyettesítü nk x0-t
• x→x0 , és x0  nem eleme az értelmezési tartománynak; ekkor x0 a nevező  egyik gyöke (0

helye). A nevező t fel kell bontani gyöktényező s alakra (ism:
( ) ( ) ( )gg

g
g

g
g xxxxxxhhxhxhxh −⋅⋅−⋅−⋅=+⋅++⋅+⋅ −

− ...... 2101
1

1 , ahol x1, x2,…  xg a
nevező  g darab gyöke, melyekbő l az egyik megegyezik x0 -al) Ekkor is két eset
lehetséges:
• a számláló nem 0 de véges SZ érték az x0 helyen. A törtet átrendezzü k:

( ) ( ) ( ) ( ) 0021

11
... xx

const
xxxxxxxxh

SZxf
gg −

⋅=
−

⋅
−⋅⋅−⋅−⋅

=  illetve ha x0 m-

szeres gyök, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nn
gg xx

const
xxxxxxxxh

SZxf
0021

11
... −

⋅=
−

⋅
−⋅⋅−⋅−⋅

=

Ekkor felvesszü k az 0
1 x
n

xn +=  sorozatot és képezzü k az ( )nn
xf

∞→
lim  jobb oldali

fü ggvényhatárértéket, továbbá felvesszü k az 0
1 x
n

xn +−=  sorozatot és képezzü k az

( )nn
xf

∞→
lim  bal oldali fü ggvényhatárértéket.

x

f(x)

x0

?
x x

∞

-∞
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• a számláló 0 az x0 helyen. Ekkor x0 a számlálónak is egyik gyöke. A számlálót is
gyöktényező kre bontjuk, majd a tötret átrendezzü k:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0

0

0

0

21

21

...
...

xx
xxconst

xx
xx

xxxxxxh
xxxxxxszxf
gg

skssk

−
−

⋅=
−
−

⋅
−⋅⋅−⋅−⋅
−⋅⋅−⋅−⋅

=  így

constxf
xx

=
→

)(lim
0

, mert a határértékképzésnél x ≠ x0 csak tart hozzá, ezért

egyszerű síthetü nk. Ha x0 m-szeres gyök a számlálóban és/vagy z-szeres gyök a

nevező ben, ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )z

m

z

m

gg

skssk

xx
xxconst

xx
xx

xxxxxxh
xxxxxxszxf

0

0

0

0

21

21

...
...

−
−

⋅=
−
−

⋅
−⋅⋅−⋅−⋅
−⋅⋅−⋅−⋅

=

Ekkor ( ) zm

xx
xxconstxf −

→
−⋅= 0)(lim

0

ami:

• 0 ha m > z
• const ha m = z

• Ha m > z felvesszü k az 0
1 x
n

xn +=  sorozatot és képezzü k az ( )nn
xf

∞→
lim  jobb

oldali fü ggvényhatárértéket, továbbá felvesszü k az 0
1 x
n

xn +−=  sorozatot és

képezzü k az ( )nn
xf

∞→
lim  bal oldali fü ggvényhatárértéket.

Például:

1: ( )
72592

7523
234

23

++−−
−++−

=
xxxx

xxxxf  ( )( ) ?lim ==
∞→

Axf
x

; ( )( ) ?lim ==
−∞→

Axf
x

( )
432

432

23

23

171215192

17151213

1

1

72592
7523

xxxx

xxxx
xxx

xxxxf
⋅+⋅+⋅−⋅−

⋅−⋅+⋅+⋅−
=⋅

++−−
−++−

=

4

4

4

x

x
x

0
00002

0000
171215192

17151213
lim

432

432
=

++−−
−++−

=
















⋅+⋅+⋅−⋅−

⋅−⋅+⋅+⋅−

∞→

xxxx

xxxx
x

0
00002

0000
171215192

17151213
lim

432

432
=

++−−
−++−

=
















⋅+⋅+⋅−⋅−

⋅−⋅+⋅+⋅−

−∞→

xxxx

xxxx
x

2:

( )
72592
75238

234

234

++−−
−++−−

=
xxxx
xxxxxf  ( )( ) ?lim ==

∞→
Axf

x
; ( )( ) ?lim ==

−∞→
Axf

x

( )
432

432

23

234

171215192

171512138

1

1

72592
75238

xxxx

xxxx
xxx
xxxxxf

⋅+⋅+⋅−⋅−

⋅−⋅+⋅+⋅−−
=⋅

++−−
−++−−

=

4

4

4

x

x
x

4
00002
00008

171215192

171512138
lim

432

432
−=

++−−
−++−−

=
















⋅+⋅+⋅−⋅−

⋅−⋅+⋅+⋅−−

∞→

xxxx

xxxx
x
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4
00002
00008

171215192

171512138
lim

432

432
−=

++−−
−++−−

=
















⋅+⋅+⋅−⋅−

⋅−⋅+⋅+⋅−−

−∞→

xxxx

xxxx
x

3:

( )
725

7523
2

23

++−
−++−

=
xx

xxxxf  ( )( ) ?lim ==
∞→

Axf
x

; ( )( ) ?lim ==
−∞→

Axf
x

( )
2

223

17125

171523

1

1

725
7523

xx

xx
x

x
xxxxf

⋅+⋅+−

⋅−⋅++⋅−
=⋅

++−
−++−

=

2

2

2

x

x
x

( )∞=
++−

+++∞−
=

















⋅+⋅+−

⋅−⋅++⋅−

∞→ 005
002

17125

171523
lim

2

2

xx

xx
x

x

( ) ( )−∞=
++−

+++∞−−
=

















⋅+⋅+−

⋅−⋅++⋅−

−∞→ 005
002

17125

171523
lim

2

2

xx

xx
x

x

4:

( )
725

7523
2

23

++−
−++−

=
xx

xxxxf  ( )( ) ?lim
1

==
→

Axf
x

; ( )( ) ?lim
1

==
−→

Axf
x

Mivel a nevező  gyökei – 1 és 1.4; x→1-re behelyettesítéssel

4
3

71215
7151213

725
7523lim 2

23

2

23

1

−
=

+⋅+⋅−
−⋅+⋅+⋅−

=







++−

−++−
→ xx

xxx
x

x→-1-re:

( ) ( )( ) ( ) ( )1
1

4.15
7523

14.15
7523

725
7523 2323

2

23

+
⋅

−−
−++−

=
+−−

−++−
=

++−
−++−

=
xx

xxx
xx

xxx
xx

xxxxf

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )







+

⋅
−

=

=







+

⋅
−−⋅−

−−⋅+−⋅+−⋅−
=








+

⋅
−−

−++−

−→

−→−→

1
1lim

12
7

1
1lim

4.115
7151213

1
1

4.15
7523lim

1

1

2323

1

x

xxx
xxx

x

xx

jobb oldalról 11
−=

n
xn

( ) −∞=
−

=















−

=



















+





 −

−
=








+

−
=








+
−

∞→∞→∞→∞→−→
n

nn
xx nnn

n
nx

lim
12

7
1
1lim

12
7

111
1lim

12
7

1
1lim

12
7

1
1lim

12
7

1

bal oldalról 11
−−=

n
xn
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( ) ∞=−
−

=
















−

−
=



















+





 −−

−
=








+

−
=








+
−

∞→∞→∞→∞→−→
n

nn
xx nnn

n
nx

lim
12

7
1

1lim
12

7

111
1lim

12
7

1
1lim

12
7

1
1lim

12
7

1

A fü ggvénynek a – 1 helyen lényeges szingularitása van

5:









−+

−+
→ 82

6lim 2

2

2 xx
xx

x
 Mivel az x = 2 hely a számlálónak és a nevező nek is gyöke:

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )
( ) 6

5
2
2lim

6
5

422
322lim

42
32lim

82
6lim

2222

2

2
=








−
−=








+−
+−=








+−
+−=








−+

−+
→→→→ x

x
x
x

xx
xx

xx
xx

xxxx

Az x = 2 helyen a fü ggvénynek hézagpontja van.

Speciá lis szinuszfü ggvények:

Ezekben a ( ) 1sinlim
0

=







→ valami
valami

valami
 összefü ggést alkalmazzuk.

Példák:
6:

( ) ?
7

3sinlim
0

=







→ x
x

x
 Á t kell alakítanunk:

( ) ( ) ( ) ( )
7
3

3
3sinlim

7
3

7
3

3
3sinlim

7
3

3
3sinlim

7
3sinlim

0000
=






=






 ⋅=






 ⋅=








→→→→ x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

xxxx

7:
( )
( ) ?
7sin
3sinlim

0
=








→ x

x
x

 Á t kell alakítanunk:

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( ) 7
3

7
7sinlim

3
3sinlim

7
3

7
7sin

3
3sin

lim
7
3

7
3

7
7sin

3
3sin

lim
7

7
7sin

3
3

3sin

lim
7sin
3sinlim

0

0

0

0000

=
















⋅=

=
















=
















⋅=
















⋅

⋅
=









→

→

→

→→→→

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x

x
x

x

x
x

x

x

x

xxxx

Ö sszetett fü ggvények

8: ( ) ( )( ) ?lim;
2

1
3

=
−

=
→

xf
x

xf
x

Ha összetett fü ggvényként kezeljü k, a következő  módon bomthatjuk fel:
A kü lső  f fü ggvény a gyökvonás. Ennek közvetlen változója nem tisztán az x hanem egy
fü ggvény, nevezzü k el mondjuk g-nek:

( ) ggf = Az értelmezési tartomány g-re (a gyökvonás miatt): 0≥g
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A g fü ggvény a reciprokfü ggvény. Ennek közvetlen változója nem tisztán az x hanem egy
fü ggvény, nevezzü k el ezt is, mondjuk v-nek:

( )
v

vg 1
= Az értelmezési tartomány v-re (a reciprok miatt): 0≠v

Az értelmezési tartomány v-re (a gyökvonás miatt): 001
≥⇒≥ v

v
A kettő bő l: 0>v

A v fü ggvény egy polinom, melynek közvetlen változója x.
( ) 2−= xxv Az értelmezási tartomány x-re: R∈x

Az értelmezési tartomány x-re (az elő ző bő l): 202 >⇒>− xx
A kettő bő l: 2>x

Az f fü ggvény értelemezési tarományában a kért határérték benne van, ezért:

( ) 1
23

1
2lim

1
2

1lim
2

1lim
3

33
=

−
=

−
=

−
=








−

→
→→ xxx

x
xx

9: ( )
( )

( )( ) ?lim;3
0

sin

==
→

xfxf
x

x
x

A kü lső  f fü ggvény a hatványozás. Ennek közvetlen változója nem tisztán az x hanem egy
fü ggvény, nevezzü k el mondjuk g-nek:

( ) ggf 3= Az értelmezési tartomány g-re (a gyökvonás miatt): R∈g

A g fü ggvény a ( )
x

xsin  fü ggvény. Ennek közvetlen változója az x:

( ) ( )
x

xxg sin
= Az értelmezési tartomány x-re (a reciprok miatt): 0≠x

Az f fü ggvény határértékét a g fü ggvény egy hézagpontjában kérik. Akkor létezik ez a
határérték, ha g(x)-nek van ott határértéke, és ez az érték benne van f értelemezési
tarományában:

( ) 1sinlim
0

=
→ x

x
x

 és f minden valós számra értelmezve van, így az 1-re is:

( ) ( )
3333lim 1

sinlimsin

0
0 === →

→

x
x

x
x

x
x

Gyakran fordul elő , hogy egy fü ggvényhatárértéket nem tudunk kiszámítani, mert az adott x0

pontban 0/0 vagy ∞/∞ vagy 0⋅∞  alakú transzcendens (algebrailag nem számítható,
táblázatosan vagy közelítő  számítással megadott) fü ggvény. Ezekkel it most nem
foglalkozunk, a megoldásukhoz a differenciálszámítás L’Hospital szabályát foglyuk használni
a késő bbiekben.
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