fvenyhat 1 BHM:2002.06.04.

Fidggvények hatareértékei
A fliggvényvizsgal athoz néhany definicio:

Figgvény Az(ok) az intervallum(ok), ahol a fiiggvényt megadjuk, vagy ahol a
értelmezés fuggvény értékét a fiiggvény definicidja (képlete) alapjan egyértelmiien ki
tartomanya: tudjuk szamitani.

Figgvény Az(ok) az intervallum(ok), mely(ek)bsl a fiiggvény az értékeit felveheti.
értekkészlete:

Fiiggvény Paros a fiiggvény, ha f(- x)= f(x), azaz a grafikonja az x = O-ra
parossaga: tikkrozhet. (pl. >, cos(X))

Paratlan a fiiggvény, ha - f(- x)= f(x), azaz a grafikonja az origera
kdzéppontosan szimmetrikus. (pl. X3, sin(x))

Ha ezen feltételek egyike sem teljesiil, akkor afiiggvény nem paros és nem
paratlan (ez igy egy tulajdonsag!)

Valasszuk az x; értéket xo-hoz tetszéleges kozel az f(x) értelmezés tartomanyban. Vizsgaljuk
meg, hogy hogyan viselkedik az f(x) fliggvény ezen x; értékekre. El6fordulhat, hogy az ilyen
xi-ekre (amelyek tehat az xo helyhez tetszélegesen kozel lettek valasztva) az f(x) értékek egy
jol meghatarozott A szam kozelébe esnek. 1lyenkor azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvénynek az
Xo helyen |étezik hatarértéke és az A-val egyenlé.

Tekintsiink egy f(x) fiiggvényt ésegy x,1 R valos szamot. A

Akkor mondjuk, hogy az f(x) fiiggvénynek az X, helyen a a;I"'

hatarértéke A, ha A koriil tetszéleges d sugara vy A

kornyezetet kivalasztva tudunk talalni xo koril olyan e dll

sugaru kornyezetet, amire igazak a kovetkezok: o

1. Az (X0 - € Xo) és az (Xo, Xo + €) intervallumok az f(x)
fiiggvény értelmezési tartomanyaba esnek.

2. Az (X0 - € Xo) ésaz (Xo, Xo + €) intervallumokban
A-dEf(XEA+d.

3. Had® 0, akkor e® 0.

v><

Ez az un. Cauchy-féle fiiggvényhatarérték definicio.

Az dbran a jobb oldali hatdr (fiiggoleges szirke szaggatott) kijelslésében az 1. pont, a bal
oldali hatdr (fiiggdleges szirke szaggatott) kijelolésében a 2. pont jdtszott szerepet; az e, -t az
Xo ponthoz kozelebbi jeldli ki, ezért a bal oldali hatar most a fiiggsleges piros szaggatott |esz.
d ¢s e kijelol egy téglalapot (zold szaggatott) a fiiggvény ezen belil nem lehet |, hidnyos” és
nem loghat beldle ki fiigéleges iranyban.

Hatdreértéeke akkor van az adott pontban a fiiggvénynek, ha barmilyen kicsi d-hoz mindig
talalunk megfelelé e-t, ésha d; > dy, akkor e, 3 e,.

Masképp (nem tudom ki féle definicio):

A fiiggvény hatarértéke az xo helyen:

lim f(x) = A, hatetszéleges x, sorozatra, melyre limx, =%, alim f (x.) = A teljesiil.
X® X n n
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Attol fiiggéen, hogy a valasztott x, sorozat hogyan tart Xo-hoz beszélhetiink
Bal oldali hatarértékrol: ekkor I!@rg X, = Xo, d€Xn < Xo.
A jele lim f(x)= A vagy lim f(x)=
X® Xg X® %g-0
X<Xo
Jobb oldali hatarértékrol: ekkor Iim X, = Xy, deXn > Xo.
A jele lim f(x)= A vagy lim f( )=A
X® Xg X® x3+0
X>Xo
A fiiggvény hatarértékének vizsgalatakor
A fiiggvény hatarértéke tehat sorozathatarértékkel van definialva

Példak:
1 : : :
= ] i =7 é =7 érté |
f (x) 5y dllapitsuk meg lim f(x)=7 és l|®mzf(x) ? értekeit!
a Vegyik fel az x, _1 sorozatot, melyre Igg x, =0 és x, >0 (jobb oldali hatarérték)!
n n
Ekkor lim f (x,)=lim 11 -t -1
n® ¥ n® ¥ o4t 2+0 2
n
Vegyik fel az x, = - 1 sorozatot, melyre I|®nQ x, =0 és x, <0 (bal oldali hatarérték)!
n n
Ekkor lim f(x ) =1lim ! -1 .1
n® ¥ n® ¥ 5. 1 2-0 2
n
1

Lathato, hogy az f(x)=

figgvénynek az x=0 helyen ajobb és bal oldali hatarértéke
X

megegyezik ami megegyezik a helyettesitési (képletébol kijovo) értékével.
b: Vegyik fdl az x, :%- 2 sorozatot, melyre limx, =-2 és x,>-2 (jobb oldai

hatarérték)!
Ekkorllmf( )—I!@rg 1 _=lim 1 7 =limn=¥
2+& .22 2-2+°
en ] n
Vegyik fel az x —-1-2 sorozatot, melyre limx =-2 és x <-2 (ba oldali
n
hatarérték)!
Ekkor I|®ngf( x,)= I|®rg+:ll®ng 1 1:I|®ng(- n)=-¥
n n 2+§7_29 n 2. 9. = n
e n 1] n
1

Lathato, hogy az f(x )—ZT fiiggvénynek az x= -2 helyen a jobb és ba oldali
X

hatarértéke nem véges és még csak meg sem egyeznek (a helyettesitési (képletébol kijovo)
értékérol most nincs értelme beszélni, hiszen a fiiggvény az x= -2 helyen nincs
értelmezve).
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Miveletek fliggvények hatarértékeivel (bizonyitas nélkul)
Ha adottak f(x) és g(X) Xo-ban konvergens fiiggvények, melyeknek hatarértéke F és G, akkor:

Iim(f(x)+g(x))=F+G 1i®r2(f(x)- a(x)=F-G
im{ext () =co¢ lim(f (x)g(x) = F -G tim{t ()= F*
ll@@oggg;% gha_G1 0 l(i@n;o(m):\/ﬂha_f(x)’o’ 0,F30

lim(f (9(x))) = £ &im(g(x))2= (G), haf folytonos G helyen.
X® Xg X® Xg 7]
Nevezetes fuggvényhatarértékek

Léteznek bizonyos elemi sorozatok, melyeknek hatarértékét mar korabban kiszamitottak, és
amelyekbdl alegtobb fiiggvényhatarérték felépitheto.

Iimgél'—QZO IImEéL———O lim(x) =¥ ,de lim(x)=-¥, azaz nincs véges hatarértek
X®¥eXg x® - ¥eXg x® ¥ x® - ¥

. _ . a@in(x)('_j_ A [ x\_

lim(c)=c mg=o=1 limle’)=¥ limle”)=0

Az y=f(x) fUggvény folytonossaga:

A folytonossag a fiiggvénynek pontbeli tulajdonsaga. Azt mondjuk, hogy a f(x) fiiggvény az
értelmezés tartomanyanak xo pontjaban folytonos, ha létezik xo-nak olyan kornyezete, amely
bel etartozik az f(x) értel mezesi tartoményéba, tovabba xo-ban f(X)-nek megegyezi k ajobb ésa
lim £ (x) = lim f(X) = lim (%) = 1(%)

X>Xo X<Xg
Vaamely f(x) fiiggvényt egy intervallumban folytonosnak neveziink, ha annak minden
pontjaban fol ytonos.
Véqiil az f(x) fiiggvényt magat folytonosnak nevezziik, ha értelmezés tartomanyanak minden
pontjaban fol ytonos.
Ha az f(x) fiiggvény valamely xo helyen akovetkezoképpen viselkedhet:
- Folytonos, ha (lasd fent)

- hézagpontja van, ha Ii®m f(x) = Ii®m f(x) létezik és véges, de a nem eleme az f(X)
X® X X® X

X>Xo X<Xo A
értelmezési tartomanyanak \/\/
| f(x)

! >
/ Xo X
- megsziintetheté szakadas hely, ha Ii®m f(x) = Ii®m f(x) létezik és véges, tovabba a
X® Xg X® Xg

X>Xo X<Xo
elemeaz értelmezés tartomanyanak, de I(i@m f(x)r f(x,)

A O
fo)® f(x)

! >
/ Xo X

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com



http://www.fineprint.com

fvenyhat 4 BHM:2002.06.04.

- ugrasavan, halétezik jobb és bal oldali hatarérték, de nem egyenl 6

M

~ | x >

- lényeges szingularitasa van, hanem létezik a Ii®m f (X) véges hatarérték.
X® %o

Pl. Ilmggngégo és |Imgd—9 T¥
X®Oe eX% X®OeXg

N LM

\/\/\IV UUV\/ \\! X

Példak, megoldasi modszerek

Az altalaban el6fordulo egyszerii fiiggvényeknél, ha az xo benne van az értelmezés
tartomanyaban, akkor I(i@m f(x)=f(x,)-
x® X

Racionalistortfiiggvény (polinomok hanyadosa):
£(x)= sz, XX + sz, XX+ +sZ XX+ 57
hy %% +h, xx%t+ . +h xx+h

A racionalis tortfiiggvény hatarértékét haromféle helyen kellhet szamitani:

- X® ¥ ,illetve x® -¥ ; amodszer hasonlit aracionalis tort sorozatok hatarértékének
szamitasahoz
X® Xo , S Xo eleme az értelmezési tartomanynak; egyszeriien behel yettesitiink xo-t
X® Xo , €S X9 nem eleme az értelmezési tartomanynak; ekkor X, a nevezo egyik gyoke (0
helye). A nevezét fel kell bontani gyéktenyeZOS alakra (|sm
h, ¢ +h 3@+ ok hoockhg = hy {x- x)Xx- %)% {x- x, ), ahol xa, X,... Xg@
nevezo g darab gyoke, melyekbdl az egylk megegyezik xo -al) Ekkor is két eset
lehetséges:

aszamlalé nem 0 de vég% SZ érték az xo helyen. A tortet atrendezziik:

1 1 .
= const [l h -
f)= hy X(x- %, ><(x X, ) %.. 4 X - x) Ty, o xﬁ Hetvehaxom

< 1 —constx;
hy X(x- %) {x- x,)x Hx- x)xxon (x- x,)"

Ekkor felvessziik az x_ = 1, X, sorozatot és képezziik az lim f (x,) jobb oldali
n n

szeres gyok, f(x)=

fuggvényhatarértéket, tovabba felvessziik az x, = - L + X, sorozatot és képezziik az
n

lim f(x,) bal oldali fiiggvényhatarértéket.
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aszamlalo 0 az xg helyen. Ekkor xp a szamlalonak is egyik gyoke. A szamlalot is

gyoktényezokre bontjuk, majd a tétret atrendezziik:

f(X) SZ, ><(X Xsl)x(x st)x X(X Xsk) X=X _ const xX X igy
h><(xx><(xx2 ><(xx)xxO X=X,

I(i@m f (x) = const, mert a hatarértékképzésnél x 1 xo csak tart hozza, ezért
x® X,

egyszerisithetiink. Haxo m-szeres gyok a szamlaloban és/vagy z-szeres gysk a
nevezében, f (X) = X(X XSl)X(X XSZ) ><(X Xsk) y(X - Xo)m = const X(X - Xo)m

hy XX 3 )4 )% 43 %) (- %) (- %)°

Ekkor lim f (x) = const x- x,)™* ami:
X®

Oham>z
constham=z

Ham > z felvessziik az x_ = 1, X, sorozatot és képezziik az lim f (x,) jobb
n n

oldali figgvényhatarértéket, tovabba felvessziikk az x, = - L + X, sorozatot és
n
képezziik az lim f(x,) bal oldali fiiggvényhatarértéket.

Példaul:
- 3x®+2x* +5x- 7 . .
: = =A=7" =A="
1: f(x) o - O - S 4 2t 7 IX!@rQ(f(x)) A XI('!)n;(f(x)) A=7
1 1 1 1 1
()= BCFREIHCT i P TN e DN e X
4 3 2
2x*- 9x%- 5x* +2x+7 1 2-9&-5>«i+2>«i+7>«£
x* X x? x® x*
e 1 1 1 10
e %2 T T e T - 040+0-0 _
@ 2-9>e-5>£2+2>£3+7>£43 2-0-0+0+0
X X X x* @
e 10
ime S 2% TN e T - 04040-0 _
@ ¥§2 9t - 5><i+2>«i+7xi: 2-0-0+0+0
X x? x* x* @
2:
- 8x* - 3x*+2x* +5x- 7 . .
f(x)= Imf =A=7?; lim(f =A="?
(=B BEA2ASCT ()= a=2; tim(1(0)
1 1 1
8K 302 4x- 7 I R e "
f(x)= xX_ =
2x* - 9x® - BX* +2x+7 i‘l 2-9>&-5><i2+2><i3+7xi
X X X X x*
& 1 1 1 106
|img_8_3>§+2)7+5>?_7?12'8'““0'0:_
X®¥§2-9>P-5>%+2>&3+7>&4: 2-0-0+0+0
X X X x' @
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b 2] 1 1 1 106
|img_8_3>§+2>?+5>?_7’?1:-8-0+0+0-0:_
X®_¥§2-9>&-5>£+2>£+7>£: 2-0-0+0+0
X %2 3 N
3:
-3 +2x%+5x- 7 .
=gz Imlf)=A=2: Im(f()=A=2
1 1 1
f(x):-3x3+22x2+5x-7xﬁ:'3xX+2+5>§ 7’?
- BX?+2x+7 1 _5+2>&+7 1
x? X X2
P2 ] 1 106
Iimg- 3xx+2+5>§-7>?:__¥+2+0+0(_¥)
x®¥§ _5+2>&+7>& T -5+0+0
X x> g
5

& 1 1
¢ 3XX+2+5x%- - Tx— * _(_ ¥)+2+O+O
limg 1 X 1 X += (=-¥)
x®—¥§ C5+2%x-+7 d : -5+0+0

X X o
4:
- 33+ 2x% +5x- 7 .

= ’? = A="

f(x) N TYE lim(f (x)) = A=2; lim(f (x)) = A=+

Mivel anevez6 gyoke —1 és 1.4; x® 1-re behelyettesitéssel
@ 3x*+2x° +5x- 70_ - 34°+2x° +5x1-7 _- 3

lim 2 - 2
1€ x4 2x+7 5 - 5XZ2+2X+7 4
X® -1-re:
F(x)=" 3 +2x7 +5x-7 _ -3 +2xX* +5x-7 _ -3 +2x*+5x-7 1
- 5x% +2x+7 - 5(x- 1.4)(x +1) - 5(x - 1.4) (x+1)
3 2
i@ 3257 1 6 _-34-1+24- 12 +5%- 1)- 7 gim® 1 0
x®-1§ - 5(x- 1.4) (x+1) - 5x- 1- 1.4) x@-lg(x+1),a
“TimE L8
T2 e R(x+ 1)
jobb oldalrél x. :%- 1
ge 0 ® 0
i . 5 . - G177 .
—7|imaei9=—7|imae L o Nime = imét e Dyim(n) = - ¥
12 ®-18x+1g 12n®¥§x +1y 12me%Cad ¢ 12 ¥l 12 nox
({‘*-17+1+ é -
en g g no

bal oldalrol X, =- % 1
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ge 0 & 0
- 5 5 - - €1~ .
7|m83i9:_7| & 1 9:_7|| 9—“_:_7' 1 =—1i -n):¥
126 gx+1p 12m8¢ X, +1g 12 m¥Cge 1 + 12me%e 1 12 mex

& = 12+12 é ~F

€n g o ng

A fiiggvénynek a—1 helyen |ényeges szingularitasa van

lim aeLXG— Mivel az x = 2 hely aszamlalonak és a nevezének is gyoke:

X®2§x +2Xx- 84
X Hx-60_ . alx-2)x+3)0_ . adx- 2)2+3)0_

0
P2 85 M v d)s o8 e 4)g
Az x = 2 helyen afiiggvénynek hézagpontja van.

Specialis szinuszfiiggvények:
asin(valami ) ¢

Ezekbena lim ¢ Q=1 osszefiiggést alkalmazzuk.
valami® 0@ valami
Példak:
6:
|im€§M9: 2 Atkell alakitanunk:
X®Oe 7X 1]
im@ 3o asin3x) 36, asin(3) 30_ 3, asin(3x)o_ 3
x®08 7X g @08 3X 7xz x®08 3X Tg 7Tx®08 3X g 7
7.
Iimaesm ——’PAtkeIIaIakltanunk
x® 0 S”‘]
| ) gan(Sx))GXg gan(Sx) 0 gesm(Sx).
|ima$'“(3x)2:|img 3X s=| Sz 3lime 3 o
X® 0 sin(?x)B X® 0 sini?xix7xf x®0 smi? ) 7_ 7x®0 smi?xj_
7X @ X @
|im8§'”(3x)2
3 X®Oe 3X 1] 3
- x® 0 -
7 Iimg@ini?xig 7
x®og X @
Osszetett fiiggvények

g f(x):Jg;Ugg(f(x)):?

Ha osszetett fliiggvényként kezeljiik, a kovetkezé6 modon bomthatjuk fel:
A kiilss f fiiggvény a gyokvonas. Ennek kozvetlen valtozoja nem tisztan az x hanem egy
figgvény, nevezziik el mondjuk g-nek:

f(g)=4/g Az értelmezési tartomany g-re (a gyokvonas miatt): g3 0
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A g fliggvény areciprokfiiggvény. Ennek kozvetlen valtozoja nem tisztan az x hanem egy
fiiggvény, nevezziik €l ezt is, mondjuk v-nek:

g(v) = 1 Az értelmezési tartomany v-re (areciprok miatt): v 0
v

. . 1
Az értelmezés tartomany v-re (a gyokvonas miatt): =3 Ob v3 0
v

A kettobol: v>0

A v fiiggvény egy polinom, melynek kozvetlen valtozoja x.

v(x)=x-2  Azértelmezasi tartomany x-re: xi R
Az értelmezés tartomany x-re (az el 6zébél): x- 2>0pbP x>2
A Kkettobol: x> 2

Az f fiiggvény értelemezési taromanyaban a kért hatarérték benne van, ezért:

el 1 0_ [ 1 _ 1 _ 1 _

limg.|—— == _[lim = |- = =1

®3g\ X- 25 \x®3x- 2 lim(x- 2) 3-2
x® 3

o 1(=3 " sim(f(x) =
A kiilss f figgvény a hatvanyozas. Ennek kozvetlen valtozoja nem tisztan az x hanem egy
fiiggvény, nevezziik el mondjuk g-nek:
f(g) =3 Az értelmezési tartomany g-re (a gyokvonas miatt): gT R
sin(x)
X

A g fiiggvény a figgvény. Ennek kozvetlen valtozoja az x:

g(x)= sin(x) Az értelmezési tartomany x-re (areciprok miatt): x* 0
X
Az f figgvény hatarértékét a g fiiggvény egy hézagpontjaban kérik. Akkor létezik ez a
hatarérték, ha g(x)-nek van ott hatarértéke, és ez az érték benne van f értelemezés
taromanyaban:
sin(x)

Ii®n(')|— =1 ésf minden valos szamra értelmezve van, igy az 1-reis.
x X

sin(x) ms’n(x)

lim3 x =3% x =3'=3

X® 0

Gyakran fordul €6, hogy egy fiiggvényhatarértéket nem tudunk kiszamitani, mert az adott Xg
pontban 0/0 vagy ¥/¥ vagy ¥ >0 aaka transzcendens (algebrailag nem szamithato,
tablazatosan vagy kozelit6 szamitassal megadott) fiiggvény. Ezekkel it most nem
foglalkozunk, a megoldasukhoz a differencialszamitas L’Hospital szabalyat foglyuk hasznalni
a késsbbiekben.
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