derival 1 BHM:02.06.13.

Derival

Jozsi ba’ elindul a szomszéd faluba, mely az 6 falujatol pontosan északra van. Az ut egy nagy
emelkedén vezet at, melyen az 6regnek igen csak kell kapaszkodnia. Hogy egy adott helyen
menyire, az attol fiigg ott mennyire meredek a domb; azaz az adott pontban a dombhoz hiizott
érintének mekkora a meredeksége. Jobban latjuk ezt, haaz emelkedé hosszmetszetét
megnézziik:

f(x):
az emelkedd hosszmetszete

érintd az X, pgntban

___________

>
O:| Xo: «— X X:
Jozsi ba’ falujaitt van Jozsi ba” itt van most tavolsag Jozsi ba’ falujatol

Az érinté meredeksége: m, =tg(a ).
Mivel nem jellemz6 Jozsi ba’-rahogy szogmérét is hord maganal, csak kozeliteni tudjaa

meredekséget. Pl. ha megnézi, hogy most milyen magasan van és el6tte mondjuk 5m-rel ( x;
pontban) milyen magas a domb, akkor ki tud szamitani egy kozelité atlagot a meredekségre:
) magassagvaltozasb méter alatt

m > &t Az f(x) fiiggvényen ez ugy lathato, hogy az x;
méter
ponthoz tartozé madassagot 6sszekotjiik az xo-hoz tartozo magassaggal. Kapunk egy hart
melynek a meredeksége:
_ f(x)- f(x)

h
X - X

Lathato, hogy ez elég durva kozelités, hiszen Iényegesen kiilonbozik az érinté és a huar
meredeksége. A kozelités finomithatd, ha x;-t Xo-hoz egyre kozel ebb vessziik fel, azaz
kozelitjiik xo-hoz. Ennek a kozelitésnek Jozsi ba’ esetében egy ésszerii korlatja a cipé mérete
(hiszen oly mindegy mennyit valtozik atalpa alatt meredekség, az atlagon nem nagyon
valtoztat), a matematikaban azomban a kozelitést korlat nélkiil meg tudjuk tenni
hatarértékképzéssel:
m, = lim M (azaz ismét friggvényhatdr érteket kell szamitani)
% X - X
Mivel x; = Xo + Dx, akkor X; - Xo = Dx, éshaxi® Xo, akkor Dx® 0. gy a meredekség:
m, = lim f(XO + DX)' f(XO)
Dx® 0 DX
hatarérték, akkor a differencialhanyados visszaadja a fiiggvény meredekségét az xp helyen.
Ha egy fliggvényre az értelmezési tartomany egy intervallumaban minden pontban
kiszamitjuk a differencialhanyadost, ami az intervallum minden pontjaban létezik, akkor
megkapjuk afiiggvény derivaltfiiggvényét az adott intervallumban. Tehat a derivaltfiiggvény
adifferencialhanyadoshol képzett fiiggvény, a differencialhanyados pedig a derivaltfiiggvény
egy bizonyos helyen (pl. X ) felvett értéke. A derivaltfiiggvény jele(i):
Az f(x) derivaltfiiggvényét a kovetkezokkel jel6lhetjiik:

ez az un. differencialhanyados. Ha létezik ez a
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M) 9 1(9= 19

Pl. sin(x) derivaltfiiggvénye:

dsin(x) _ lim sin(x + Dx)- sin(x)
dx Dx® 0

szinuszara (kozepisk. Lasd pl. Négyjegy:i Fiiggvénytablazatok):

sinfa +b)=sin(a)>cos(b )+ cosfa )>sin(b)

Felhasznaljuk az addicios tételt szogek 6sszegének

dsin(x) _ - sin(x) »cos(Dx) + cos(x)>sin(Dx) - sin(x)
dx Dx® 0 Dx

Kiemelheték azok atagok, melyek nem Dx-t6l fiiggenek:

im sin(x) xcos(Dx) + cos(x) >sin(Dx) - sin(x) _ fim S sin(x) {cos(Dx) - 1) + cos(x) »sin(Dx) _
Dx® 0 Dx Dx® 0 Dx

_ Dixglosun(x-)>()+c8i(x)>gn( ) _ lim cos(x)D>i|n(Dx) :COS(X)X&&sn[()XDx) - cos{x)
Mivel |Xi®ngs'”)fx)=1.

A fontosabb fiigvények derivaltfiiggvényei mar meg vannak hatarozva, nekiink csak fel kell
hasznalnunk 6ket:

¢_
(€)"=0 (arccosx)®= - !
(x“) =nxx™! 1-x°
¢ (ar ctg %)%= 1
(ex) =€ 1+ x°
X ¢ X
(a ) :alxlna (arcctg) T
(Inx)¢:; (shx)®=chx
¢_ 1 (chx)®=
| =
(log, x)*=— e
(sinx)®= cosx X ch2
(cosx)®= - sinx (cthx)®=- sh%
¢_ 1
(igx)"= cos” X
¢ 1
(n=- L
(arcsinx)®= !
1- x°
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Az altalaban el6fordul 6 (pl. GDF ZH) feladatokban a fenti fiiggvényekbdl 6sszerakott
figgvényeket kell derivalni. Az igy 6sszerakott fiiggvények derivalasahoz (bizonyitas nélkiil)
adott néhany szabaly:

Derivilas szabdlyok

- Ha az y=f(x) és y=g(x) fiiggvények derivalhatok, akkor az f(x)+g(x) fiiggvény is
derivalhato és
(fC+9(x) )'=F(X)+g'(X)
(Ezt a szabalyt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy derivalhaté fliiggvények osszege tagonként
derivalhato.)

Haaz y=f(x) és y=g(x) fiiggvények derivalhatok, akkor az f(x)-g(x) is derivalhato és

(f(¥)-9(x) )'=f'(x)-g'(x)
(A kulonbséget islehet tagonként derivalni.)

- Haaz y=1(x) derivalhato és C egy tetszéleges valos szam, akkor a Cxf (x)fiiggvény is
derivalhato és
(Cxf ()= Cxf ¢x)
- Hay=f(x) ésy=g(x) fliiggvények derivalhatok, akkor az f (x) xg(x) isderivalhato és
[ () >xg(x)]¢= f &x) xg(x) + f(X) xg&X)
- Ha az y=f(x) ¢és y=g(x) fliiggvények derivalhatok és g(x)* O teljesil az értelmezés
tartomany barmely x elemére, akkor az ) figgvény is derivalhato és
X

&ef (X) 9¢: f €x) xg(x) - f(X)>*g%x)
9(X) & 9%(x)

- Haazf(g), g(v) ésv(x) fiiggvények derivalhatok, akkor az f(g(v(x))) osszetett fiiggvény is
derivalhato és
feg(v(x)) = f€g)xgdv)wtx)  (Lancszabily)

- Haaz y=f(x) fiiggvény derivalhato és f (x) jeloli az inverz fiiggvényét, akkor az inverz
figgvény isdervialhato lesz és

1 ¢ 1
(f10)"= TC )
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Példak az alkalmazasra:
1:

(sin(%) + tg(x)) = (sin(x)) + (tg(x)) = cos(x)+

cos (x)
2.
sr( ) = () )+ sl =g s L =
=sin(x)+ tg(x)
=sin(x) cos(x)
3

o) < - 50 )t _ ko) s - )
_ cog’(x) +sin’(x) _ cos’(x) , sin*(x)
cos’(x) cos’(x) cos?(x)

=1+tg’(x)

illetve kihasznalva, hogy cos?*(x)+sin?(x)=1 (dbra) 1

/
/
/
—_
/,
27
[

oo  =aa)voosta)=1 | /0 ivsnk)=sne)
H_J 1
4 r xcos{a ) = cosfa )

sin(cos(In(x))) = f (x) f €x) =

Lathato hogy az f fiiggvény ugyan x-t6l fiigg, de csak kozvetetten. Az f fiiggvény kozvetlen
valtozéjaa cos(In(x)) = g(x) fiiggvény. A g fiiggvény kozvetlen valtozojaa In(x) = v(x)
figgvény, aminek x mar kozvetlen valtozoja, és ez utobbit le tudjuk derivalni x szerint a
lancszabaly nélkiil. A fiiggvény tehat igy néz ki: f(x)= f(g(v(x)))

A lancszabaly szerint az f, g és v fiiggvényt a sgjat kozvetlen valtozoja szerint kell derivalni,
majd 6sszeszorozni.

a f(g)=sin(g)p fdg)=cos(g)
b. g(v)=cos(v)b g¢v)=- sin(v)

c. v(x)=In(x) b v€x)=

X |

A g-t behelyettesitve a-ba f €g) = cos(cos(v)) majd -t is f €g) = cos{cos(in(x)))
A v-t behelyettesitve b.-beg€v) = - sin(In(x))
Ezekbol:

f €x) = - cos{cos(In(x)))>sin(In(x))

x i
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5:

f (x) = tg*(In(x)) féx)=
Els6 latasra ez csak két fiiggvénybdl van 6sszetéve, valojaban azomban harombol. Tipikus
hiba, hogy nem vessziik észre, hogy a hatvanyozais is fiiggvéeny! Ha atirjuk:

f (x) = (tg(in(x)))? = f(g(v(x))) Kifejtve, mint az elsbb:

a f(g)=0>p fdg)=

b. g(v) =tg(v) P gdv)= o;(x)

c. v(x)=In(x) b v€x)=

X |

A g-t behelyettesitve a-ba f €g) = 2xtg(v) majd v-tis f ¢g)=2xg(In(x))
1
Av- itve b.- =
v-t behelyettesitve b.-be g¢v) om0
Ezekbol:

f¢x)= thg(m(x))xm <

6:
f ¢x) = (sin(ax))%= > Ez kétszeresen ssszetett:

a f(g)=sin(g)p f{g)=cos(g)
b. g(x)=4xb g¢x)=4

A g-t behelyettesitve a-ba f €g) = cos(4x)
Ebbél:

i f €x) = 4cos(4x)
£ ¢x) = (x" >sin(3x®) b= Elsszor srorzasszabily:
(x7 >sin(3x5))¢ ( )¢ ] (3x )+ X ><(S| n(3x ))¢: 7x° >sin(3x5)+ x’ ><(si n(3x5))q

Majd alancszabaly:
sin3x®) = g(v(x)

a g(v)=sin(g)p g¢v)=rcos(g) b. v(x)=3x" b vEx)=36x"

A g-t behelyettesitve a-ba gév) = cos(3x°) Ebbd|:
(si n(3x5 ))¢: cos(3x5 ) 1 5x* Behelyettesitve:
(x7 ><sin(3x5))¢: 7x° ><sin(3x5)+ X' >cos(3x5)><15x“ =7x° ><sin(3x5) +15x™ >cos(3x5)

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com



http://www.fineprint.com

derival 6. BHM:02.06.13.

A derivalas alkalmazasa a fiiggvény analizisére

Néhany fogalom:

§
§
§

Az f(x) fiiggvény az (a, b) intervallumban szigorian monoton nové, ha az intervallum
két tetszoleges pontjaban melyre x; < X, f(x1) < f(X2).

Az f(x) fiiggvény az (a, b) intervallumban szigorian monoton csokkend, ha az
intervallum két tetszéleges pontjaban melyre x; < xz, f(xq) > f(x2).

Az f(x) fiiggvény az (a, b) intervallumban monoton névé, ha az intervallum két
tetsz6leges pontjaban melyre x; < X, f(X1) £ f(x2). (= Nem csokkens)

Az f(x) fiiggvény az (a, b) intervallumban monoton csokkené, ha az intervallum két
tetszoéleges pontjaban melyre x; < xz, f(xg) 2 f(x2). (= Nemnéva)

Az f(x) fiiggvénynek az X, helyen maximuma van, ha van olyan kérnyezete, melyben a
fliggvény értékei csak kisebbek lehtenek f(xg)-nal. Tehat el 6tte tetszéleges nagysagu (a,
Xo) intervallumban a fiiggvény szigoraan monoton ng; de utana tetszéleges nagysaga (Xo,
b) intervallumban szigorian monoton csokkend

Az f(x) fiiggvénynek az X, helyen minimuma van, ha van olyan kérnyezete, melyben a
fliggvény értékei csak nagyobbak lehetnek f(Xp)-nal. Tehat el6tte tetszéleges nagysaga
(a, Xo) intervallumban a fiiggvény szigoruan monoton csokkend; de utana tetszéleges
nagysagu (Xo, b) intervallumban szigoraan monoton novoé.

Kanyarodjunk vissza még egy kicst Jozsi ba’-hoz. Azt lattuk, hogy a dombmagassag
derivalfiiggvénye tulgjdonképpen a dombmeredekség fiiggvénye. Ez azt jelenti:

§
§
§
§

Ahol aderivaltfiiggvény pozitiv, ott Jozsi ba’ el6tt emelkedé van, minél nagyobb a
derivalt, annal meredekebben megy felfelé.

Ahol aderivaltfiggvény negativ, ott Jozsi ba’ elétt Igté van, minél kisebb a derivalt,
annal meredekebben lejt efelé.

Ahol aderivaltfiiggvény 0, ott a magassag nem valtozik, Jozsi ba’ egy lapos szakaszon
megy keresztiil.

Amikor Jozsi ba’ eléri adomb csicsat (vagy csak adomb egy kis buckajanak a,,helyi”
csacsat), akkor a csacson a meredekség 0 hiszen ott megy at emelkedébél lgjtébe, a
meredekség pozitivbol negativba.

A fenti gondolatmenet alapjan:

§
§
§

Az f(x) fiiggvény az (a, b) intervallumban szigortan monoton névo, ha ott a derivaltja
pozitiv.

Az f(x) fiiggvény az (a, b) intervallumban szigortan monoton csokkené, ha ott a
derivaltja negativ.

Szélsoértéknél aderivalt O de ez forditva nem mindig igaz, nézziik meg az abrant! Be
lettek jel6lve a 0 meredekségi helyek: az 6sszes szélsoértékhelyek, valamint egy
kakukktojasaz 1 helyen. Ha Jozsi ba’ épp ott tart, a meredekség O értéke ellenére csak
egy lapos részre ért, és nem az egyik csacsra. A derivalt el6jelét algté vagy emelkeds
jellegbdl alakjat a meredekség mértéke algjan saccoltuk meg. A kakukktojast az alapjan
Is felfedezhetjiik, hogy a derivalt az 1 helyen nem valt el¢jelet, (novekvsbdl novekva
marad); mig az 6sszes szélsortékhelyen el6jelet valt (novekvsbdl csokkend, vagy
forditva). EQy masik modszer a masodik derivalt f ’(x) (a derivdaltfiiggvenyt ismeét
derivdljuk) megvizsgalasa alapjan. Ennek pozitiv értéke f(x) konvex (felfelé hajlo)
jellegére, negativ értéke f(x) konkav (felfelé hajlo) jellegére utal. Az f ’(x) = 0-hoz
tartozo helyet hivjuk inflexios pontnak (a fiiggvény itt valt konkavbsl konvexbe, vagy
forditva). Az inflexios pont nem lehet szélsoértek (mert pl maximumndl a fiiggveny lefelé
hajlo jellegii), és amasodik derivalt 0-helyel kozott ott van az 1 hely is.
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Maximumnal f ’(x) = 0, ésf "’(x) <O.
Minimumnal f °(x) =0, ésf "’(x) > 0.

w W W

A monotonitasi szakaszokat (intervallumok, ahol a fiiggvény szigorzan monoton illetve
monoton nég vagy csokken) a szélsoértékhelyek hataroljak. (A példankban pl. f(x) a

(-¥,2) intervallumban monoton né [az 1 helyen nem szigorzan monoton] , de pl. a

(3,4) intervallumban szig. mon. ng )

8 A konvexitas szakaszokat (intervallumok, ahol a fiiggveny konkdv vagy konvex) az
inflexios pontok hataroljak. (A példankban pl. f(x) a (-¥, 1) intervallumban konkav , de

pl. a (6,7) konvex )

Tablazatosan:
f(Xo) f *(Xo) f (Xo)
Minimum f'(x)=0 0<f "(xo)
Maximum f'(x)=0 f (%) <0
Inflexios pont f'(x)=0 f "’(%0)=0
Szigoriian monoton nd 0<f (X -
Szigoraan monoton csokken f’(X) <0 -
Konstans f'(x)=0 f "’(%0)=0
Konkav (lefelé hajlo) - f (%) <0
Konvex (felfelé hajlo) - 0<f (o)
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Pl:

f(x)=2x® - 5x* - 4x+10 szélsbértékeinek és monotonitasi szakaszainak keresése.
Allitsuk el8 a derivaltakat:
f €x) = 6x> - 10x- 4

_10+/100- 4>6X- 4) _

A nullahelyei: x !
12 T'

f €x) =12x - 10

A nullahelye: x = 0.5 ez egy inflexios pont.
12 6
f&2)=12x-10=14>0pP azx= 2-nél minimumhely van.

Mge ———12 - 5__ 10=-14b azx=- %—nal maximumhely van.
a

A g- ¥ - :’1’>+ intervallumban f(x) szigoraan monmonoton né, a ge %,Zgintervallumon
e %] e a

szigoraan monoton csokken, a (2, ¥) intervallumon szigoruan monoton né.

f«§<<___ p._fdo)=-10p A& ¥,§9intervallumbanf(x) konkav.
e 2

f@o—;— pl._ f@1)=12-10=2p %,¥9intervallumon f(x) konvex.
&6 g
L’Hospital szabaly

Ha I|mm hatarertéket kell kiszamitani, és lim f(x)=0 ¢és lim g(x) =0, akkor ha
X® X,

% g(x)
f(X) és g(X) az X helyen derivalhat6, akkor:
) _ i F4X)

lim—==lim—=

i 509 =0 o6

Ugyanez igaz abban az esetben is, ha lim f(x)=¥ ¢s lim g(x) =¥, hiszen
X® X X® X,

1
e ¥ ()@ 0
lim—=
@ g(x)® ¥ % 1 ®0
9(x)
Akkor isha lim f (x)xg(x) hatarértéket kell kiszamitani, és | im f (x)=0 és
X® Xg X® Xo

: . _ . f(x)®0

lim g(x) =¥ , hiszen lim f(x)>g(x) = lim—=* "
a(x)

P .
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|i®n3—gn( x) mivel mind a nevezs, mind a szamlalé 0-hoz tart: I|m sin(x) _ =lim COS(X)
X! X X I

e*-1 e -1 . e
lim——— mivel mind anevezs, mind aszamlalo 0-hoz tart: lim =lim -1
Xx®0 Sln(X) x®0 SII’](X) X®0 COS(X)

MacL aurin polinom

Vannak olyan fiiggvények, melyek értékét csak bizonyos hel yeken tudjunk megadni a
fiilggvény azonossagai alapjan. llyen pl az € asin(x) sth. A tobbi helyen csak kozeliteni
tudjuk, erre jo példaul a MacLaurin polinomiis.

A MacLaurin polinom tulajdonképpen egy olyan polinom x-re
(p(x)=ax“ +a, ,x*!+..+ax" +a,) melynek eggyiitthatoi specialisan vannak
megvalasztva, igy az tetszoleges fiiggvényt kozelithet a 0 kornyezetében.

Ha az f(x) fiiggvény a 0 helyen legalabb n-szer differencialhato, akkor a

n (n)
P.(x)=f(o)+ f 1(Io) f 2(|0) x2+...+f7xn polinomot az f(x) fiiggvény n-edfoka

Mac' Laurin polinomjanak nevezziik.
A kozelités annal pontosabb illetve egy bizonyos pontossag annal szélesebb
intervallumban igaz, minél tobb tagot vesziink be a polinomba.
Pl. f(x)=e* akarhanyszor derivaljuk f(x)-t, mindig €t kapunk €” =1. igy e-t a0 hely
kozelében kozelité polinom:

1 1

P.(x) = 1+1x+—x +..+=X"
r 2 n!

Taylor polinom

A MacLaurin polinom ,.tovabbfejlesztése”, egy olyan polinom (x-xo)-ra

(p(x)=a,(x- %) +a,(x- %) +..+a,(x- %) +a,) melynek eggyiitthato
specialisan vannak megvalasztva, igy az tetszbleges fiiggvényt kozelithet az xo hely
kérnyezetében. igy nem csak a0 hely kornyezetében tudunk pontosan kozeliteni, hanem
barmely pont kérnyezetében, ahol ismerjiik afiiggvény és derivaltjainak értékét.
Haaz f(x) fiiggvény az a helyen legalabb n-szer differencialhato, akkor a

(n)
L0 = 1)+ o) L

o)(x X0)+quo)(x Xo)? # .+ o)(x X,)" polinomot az

f(x) fliggvény Xo ponthoz tartozo n- edfoku Taylor-polinomj anak nevezziik. A kozelités
annal pontosabb illetve egy bizonyos pontossag annal szélesebb intervallumban igaz,
minél tobb tagot vesziink be a polinomba.

Pl. f(x)=sin(x) (sn(x))®=cos(x)  (cos(x))*=- sin(x)
Ez alapjan lathato, hogy minden negyedik derivalt sin(x), az utana kévetkezé cos(x), az
utana kovetkezo -sin(x), az utana kovetkezo -cos(x).

Legyen Xo példaul P sing’igzl, cosg’igzo, - sing’igz-l, - cosé’ig:
2 é2g &2g e2g e2g
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gy asin(X)-t kozelitd polinom a % hely kozelében:

_ 1 p2 1 p4 1 pG 1 p8
=1- S (x- D)2+ = (x- Byl Zx- Bye gy Zx- Byl
L0 =1- 2 x- Byt 2x- By S e By k- B

Egy példa a fiiggvény meredekségének keresésével.

Adott az y(x) = 3x? - 4x +1 egyenlettel megadott gsrbe. Szamitsuk ki a hozza huzhato
érinté meredekségét az x = 3 helyen, és adjuk meg az érintési pont kordinatait!

Az x = 3 helyen az érinté meredekségét definicié szerint megadja a derivaltfiiggvény
érteke az x = 3 helyen.:

y&x)=6x- 4b y€3)=63- 4=14
Az érintési pont az y(x) fiiggvénynek is pontja; az x koordinata az x = 3, az y koordinata
igy y(3)=3x3 - 4x3+1=16, az érintési pont koordinataja (3, 16).

10
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