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Derivá l

Jó zsi bá’ elindul a szomszéd faluba, mely az ő  falujátó l pontosan északra van. Az út egy nagy
emelkedő n vezet át, melyen az ö regnek igen csak kell kapaszkodnia. Hogy egy adott helyen
menyire, az attó l fü gg ott mennyire meredek a domb; azaz az adott pontban a dombhoz húzott
érintő nek mekkora a meredeksége. Jobban látjuk ezt, ha az emelkedő  hosszmetszetét
megnézzü k:

Az érintő  meredeksége: ( )αtg=em .
Mivel nem jellemző  Jó zsi bá’-ra hogy szö gmérő t is hord magánál, csak kö zelíteni tudja a
meredekséget. Pl. ha megnézi, hogy most milyen magasan van és elő tte mondjuk 5m-rel ( x1
pontban) milyen magas a domb, akkor ki tud számítani egy kö zelítő  átlagot a meredekségre:

mé ter 5
alattmé ter  5 ltozásmagasságvá

≈m Az f(x) fü ggvényen ez úgy látható , hogy az x1

ponthoz tartozó  madasságot ö sszekö tjü k az x0-hoz tartozó  magassággal. Kapunk egy húrt
melynek a meredeksége:

( ) ( )
01

01

xx
xfxfmh −

−
=

Látható , hogy ez elég durva kö zelítés, hiszen lényegesen kü lö nbö zik az érintő  és a húr
meredeksége. A kö zelítés finomítható , ha x1-t x0-hoz egyre kö zelebb vesszü k fel, azaz
kö zelítjü k x0-hoz. Ennek a kö zelítésnek Jó zsi bá’ esetében egy ésszerü  korlátja a cipő  mérete
(hiszen oly mindegy mennyit változik a talpa alatt meredekség, az átlagon nem nagyon
változtat), a matematikában azomban a kö zelítést korlát nélkü l meg tudjuk tenni
határértékképzéssel:
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 (azaz ismé t függvé nyhatáré rté ket kell számítani)

Mivel x1 = x0 + ∆x, akkor x1 - x0 = ∆x, és ha x1→ x0, akkor ∆x→0. Így a meredekség:
( ) ( )

x
xfxxfm

xe ∆
−∆+

=
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0
lim ez az ún. differenciá lhá nyados. Ha létezik ez a

határérték, akkor a differenciálhányados visszaadja a fü ggvény meredekségét az x0 helyen.
Ha egy fü ggvényre az értelmezési tartomány egy intervallumában minden pontban
kiszámítjuk a differenciálhányadost, ami az intervallum minden pontjában létezik, akkor
megkapjuk a fü ggvény derivá ltfüggvényét az adott intervallumban. Tehát a deriváltfü ggvény
a differenciálhányadosbó l képzett fü ggvény, a differenciálhányados pedig a deriváltfü ggvény
egy bizonyos helyen (pl. x0 ) felvett értéke. A deriváltfü ggvény jele(i):
Az f(x) deriváltfü ggvényét a kö vetkező kkel jelö lhetjü k:

x:
távolság Jó zsi bá’ falujátó l

0:
Jó zsi bá’ faluja itt van

f(x):
az emelkedő  hosszmetszete

x0 :
Jó zsi bá’ itt van most

érintő  az xo pontban

α

húr

x1

f(x0)
f(x1)x1 -  x0
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( ) ( ) ( )xfxf
dx
d

dx
xdf ′==

Pl. sin(x) deriváltfü ggvénye:
( ) ( ) ( )

x
xxx

dx
xd

x ∆
−∆+

=
→∆

sinsinlimsin
0

 Felhasználjuk az addíció s tételt szö gek ö sszegének

szinuszára (közé pisk. Lásd pl. Né gyjegyű  Függvé nytáblázatok):
( ) ( ) ( ) ( ) ( )βαβαβα sincoscossinsin ⋅+⋅=+

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x

xxxxx
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x ∆
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Kiemelhető k azok a tagok, melyek nem ∆x-tő l fü ggenek:
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A fontosabb fü gvények deriváltfü ggvényei már meg vannak határozva, nekü nk csak fel kell
használnunk ő ket:
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Az általában elő forduló  (pl. GDF ZH) feladatokban a fenti fü ggvényekbő l ö sszerakott
fü ggvényeket kell deriválni. Az így ö sszerakott fü ggvények deriválásához (bizonyítás né lkül)
adott néhány szabály:

Derivá lá si szabá lyok

− Ha az y=f(x) és y=g(x) fü ggvények deriválható k, akkor az f(x)+g(x) fü ggvény is
deriválható  és

( f(x)+g(x) )’=f’(x)+g’(x)
 (Ezt a szabályt úgy is megfogalmazhatjuk, hogy deriválható  fü ggvények ö sszege tagonként

deriválható .)

− Ha az y=f(x) és y=g(x) fü ggvények deriválható k, akkor az f(x)-g(x) is deriválható  és
( f(x)-g(x) )’=f’(x)-g’(x)

(A kü lö nbséget is lehet tagonként deriválni.)

− Ha az y=f(x) deriválható  és C egy tetsző leges való s szám, akkor a C f x⋅ ( ) fü ggvény is
deriválható  és 

( ) )()( xfCxfC ′⋅=′⋅

− Ha y=f(x) és y=g(x) fü ggvények deriválható k, akkor az f x g x( ) ( )⋅  is deriválható  és
)()()()(])()([ xgxfxgxfxgxf ′⋅+⋅′=′⋅

− Ha az y=f(x) és y=g(x) fü ggvények deriválható k és g x( ) ≠ 0  teljesü l az értelmezési

tartomány bármely x elemére, akkor az f x
g x

( )
( )

 fü ggvény is deriválható  és
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− Ha az f(g), g(v) és v(x) fü ggvények deriválható k, akkor az f(g(v(x))) ö sszetett fü ggvény is
deriválható  és 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )xvvggfxvgf ′⋅′⋅′=′ (Láncszabály)

− Ha az y=f(x) fü ggvény deriválható  és f -1(x) jelö li az inverz fü ggvényét, akkor az inverz
fü ggvény is derviálható  lesz és 
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Példák az alkalmazásra:
1:

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )x
xxxxx 2
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2:
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illetve kihasználva, hogy ( ) ( ) 1sincos 22 =+ xx  (ábra)

( )( ) ( )x
x 2

’

cos
1tg =

4:
( )( )( ) ( )xfx =lncossin ( ) ?=′ xf

Látható  hogy az  f fü ggvény ugyan x-tő l fü gg, de csak kö zvetetten. Az f fü ggvény kö zvetlen
változó ja a ( )( ) ( )xgx =lncos  fü ggvény. A g fü ggvény kö zvetlen változó ja a ( ) ( )xvx =ln
fü ggvény, aminek x már kö zvetlen változó ja, és ez utó bbit le tudjuk deriválni x szerint a
láncszabály nélkü l. A fü ggvény tehát így néz ki: ( ) ( )( )( )xvgfxf =
A láncszabály szerint az f, g é s v fü ggvényt a saját kö zvetlen változó ja szerint kell deriválni,
majd ö sszeszorozni.
a. ( ) ( ) ( ) ( )ggfggf cossin =′⇒=

b. ( ) ( ) ( ) ( )vvgvvg sincos −=′⇒=  

c. ( ) ( ) ( )
x

xvxxv 1ln =′⇒=

A g-t behelyettesítve a.-ba ( ) ( )( )vgf coscos=′  majd v-t is ( ) ( )( )( )xgf lncoscos=′
A v-t behelyettesítve b.-be ( ) ( )( )xvg lnsin−=′
Ezekbő l:

( ) ( )( )( ) ( )( )
x

xxxf 1lnsinlncoscos ⋅⋅−=′

1

1

r = 1

α

( ) ( )αα sinsin =⋅r

( ) ( )αα coscos =⋅r

( ) ( ) 1cossin 222 =+= ααr
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5:
( ) ( )( )xxf lntg2= ( ) ?=′ xf

Első  látásra ez csak két fü ggvénybő l van ö sszetéve, való jában azomban hárombó l. Tipikus
hiba, hogy nem vesszük é szre, hogy a hatványozás is függvé ny! Ha átírjuk:

( ) ( )( )( ) ( )( )( )xvgfxxf == 2lntg  Kifejtve, mint az elő bb:

a. ( ) ( ) ggfggf 22 =′⇒=

b. ( ) ( ) ( ) ( )x
vgvvg 2cos

1tg =′⇒=

c. ( ) ( ) ( )
x

xvxxv 1ln =′⇒=

A g-t behelyettesítve a.-ba ( ) ( )vgf tg2 ⋅=′  majd v-t is ( ) ( )( )xgf lntg2 ⋅=′

A v-t behelyettesítve b.-be ( ) ( )( )x
vg

lncos
1

2=′

Ezekbő l:

( ) ( )( ) ( )( ) xx
xxf 1

lncos
1lntg2 2 ⋅⋅⋅=′

6:

( ) ( )( ) ?4sin =′=′ xxf Ez kétszeresen ö sszetett:

a. ( ) ( ) ( ) ( )ggfggf cossin =′⇒=

b. ( ) ( ) 44 =′⇒= xgxxg

A g-t behelyettesítve a.-ba ( ) ( )xgf 4cos=′
Ebbő l:

( ) ( )xxf 4cos4=′
7:

( ) ( )( ) ?3sin 57 =
′

⋅=′ xxxf  Elő szö r szorzásszabály:

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )′⋅+⋅=
′

⋅+⋅
′

=
′

⋅ 5756575757 3sin3sin73sin3sin3sin xxxxxxxxxx

Majd a láncszabály:
( ) ( )( )xvgx =53sin

a. ( ) ( ) ( ) ( )gvggvg cossin =′⇒= b. ( ) ( ) 45 533 xxvxxv ⋅=′⇒⋅=

A g-t behelyettesítve a.-ba ( ) ( )53cos xvg =′ Ebbő l:

( )( ) ( ) 455 153cos3sin xxx ⋅=
′ Behelyettesítve:

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )511564575657 3cos153sin7153cos3sin73sin xxxxxxxxxxx ⋅+⋅=⋅⋅+⋅=
′

⋅
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A deriválás alkalmazása a fü ggvény analízisére

Néhány fogalom:
§ Az f(x) fü ggvény az (a, b) intervallumban szigorú an monoton nö vő, ha az intervallum

két tetsző leges pontjában melyre x1 < x2,  f(x1) < f(x2).
§ Az f(x) fü ggvény az (a, b) intervallumban szigorú an monoton csö kkenő, ha az

intervallum két tetsző leges pontjában melyre x1 < x2 ,  f(x1) > f(x2).
§ Az f(x) fü ggvény az (a, b) intervallumban monoton nö vő, ha az intervallum két

tetsző leges pontjában melyre x1 < x2 ,  f(x1) ≤ f(x2). (= Nem csökkenő )
§ Az f(x) fü ggvény az (a, b) intervallumban monoton csö kkenő, ha az intervallum két

tetsző leges pontjában melyre x1 < x2 ,  f(x1) ≥ f(x2). (= Nem növő )
§ Az f(x) fü ggvénynek az x0 helyen maximuma van, ha van olyan kö rnyezete, melyben a

fü ggvény értékei csak kisebbek lehtenek f(x0)-nál. Tehát elő tte tetsző leges nagyságú (a,
x0) intervallumban a fü ggvény szigorúan monoton nő ; de utána tetsző leges nagyságú (x0,
b) intervallumban szigorúan monoton csö kkenő

§ Az f(x) fü ggvénynek az x0 helyen minimuma van, ha van olyan kö rnyezete, melyben a
fü ggvény értékei csak nagyobbak lehetnek f(x0)-nál. Tehát elő tte tetsző leges nagyságú
(a, x0) intervallumban a fü ggvény szigorúan monoton csö kkenő ; de utána tetsző leges
nagyságú (x0, b) intervallumban szigorúan monoton nö vő .

Kanyarodjunk vissza még egy kicst Jó zsi bá’-hoz. Azt láttuk, hogy a dombmagasság
deriválfü ggvénye tulajdonképpen a dombmeredekség fü ggvénye. Ez azt jelenti:
§ Ahol a deriváltfü ggvény pozitív, ott Jó zsi bá’ elő tt emelkedő  van, minél nagyobb a

derivált, annál meredekebben megy felfelé.
§ Ahol a deriváltfü ggvény negatív, ott Jó zsi bá’ elő tt lejtő  van, minél kisebb a derivált,

annál meredekebben lejt lefelé.
§ Ahol a deriváltfü ggvény 0, ott a magasság nem változik, Jó zsi bá’ egy lapos szakaszon

megy keresztü l.
§ Amikor Jó zsi bá’ eléri a domb csúcsát (vagy csak a domb egy kis buckájának a „helyi”

csúcsát), akkor a csúcson a meredekség 0 hiszen ott megy át emelkedő bő l lejtő be, a
meredekség pozitívbó l negatívba.

A fenti gondolatmenet alapján:
§ Az f(x) fü ggvény az (a, b) intervallumban szigorúan monoton nö vő , ha ott a deriváltja

pozitív.
§ Az f(x) fü ggvény az (a, b) intervallumban szigorúan monoton csö kkenő , ha ott a

deriváltja negatív.
§ Szélső értéknél a derivált 0 de ez fordítva nem mindig igaz, nézzü k meg az ábránt! Be

lettek jelö lve a 0 meredekségű helyek: az ö sszes szélső értékhelyek, valamint egy
kakukktojás az 1 helyen. Ha Jó zsi bá’ épp ott tart, a meredekség 0 értéke ellenére csak
egy lapos részre ért, és nem az egyik csúcsra. A derivált elő jelét a lejtő  vagy emelkedő
jellegbő l alakját a meredekség mértéke alaján saccoltuk meg. A kakukktojást az alapján
is felfedezhetjü k, hogy a derivált az 1 helyen nem vált elő jelet, (növekvő bő l növekvő
marad); míg az ö sszes szélső rtékhelyen elő jelet vált (növekvő bő l csökkenő , vagy
fordítva). Egy másik mó dszer a második derivált f ’ ’(x) (a deriváltfüggvé nyt ismé t
deriváljuk) megvizsgálása alapján. Ennek pozitív értéke  f(x) konvex (felfelé  hajló )
jellegére, negatív értéke f(x) konká v (felfelé  hajló ) jellegére utal. Az f ’ ’(x) = 0-hoz
tartozó  helyet hívjuk inflexió s pontnak (a függvé ny itt vált konkávbó l konvexbe, vagy
fordítva). Az inflexió s pont nem lehet szélső érték (mert pl maximumnál a függvé ny lefelé
hajló  jellegű ), és a második derivált 0-helyei kö zö tt ott van az 1 hely is.
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§ Maximumnál f ’(x) = 0, és f ’ ’(x) < 0.
§ Minimumnál f ’(x) = 0, és f ’ ’(x) > 0.
§ A monotonitási szakaszokat (intervallumok, ahol a függvé ny szigorúan monoton illetve

monoton nő  vagy csökken) a szélső értékhelyek határolják. (A pé ldánkban pl.  f(x) a
 (-∞,2) intervallumban monoton nő  [az 1 helyen nem szigorúan monoton], de pl. a

(3,4) intervallumban szig. mon. nő  )
§ A konvexitási szakaszokat (intervallumok, ahol a függvé ny konkáv vagy konvex) az

inflexió s pontok határolják. (A pé ldánkban pl.  f(x) a (-∞, 1) intervallumban konkáv , de
pl. a (6,7) konvex )

Táblázatosan:

f(x0) f ’(x0) f ’’(x0)
Minimum f ’(x0) = 0 0 < f ’ ’(x0)

Maximum f ’(x0) = 0 f ’ ’(x0) < 0

Inflexió s pont f ’(x0) = 0 f ’ ’(x0)=0

Szigorúan monoton nő 0 < f ’(x0) -

Szigorúan monoton csö kken f ’(x0) < 0 -

Konstans f ’(x0) = 0 f ’ ’(x0)=0

Konkáv (lefelé  hajló ) - f ’ ’(x0) < 0

Konvex (felfelé  hajló ) - 0 < f ’ ’(x0)

x

x

+ +
-

+

-

1 2 3 4

f(x)

f ’(x)

x
f  ”(x)

konká v konvex konká v konvex konká v

5 6 7
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M
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=
0
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Pl:
( ) 10452 23 +−−= xxxxf  szélső értékeinek és monotonitási szakaszainak keresése.

Á llítsuk elő  a deriváltakat:
( ) 4106 2 −−=′ xxxf

A nullahelyei: 
( )
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−⋅⋅−±
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3
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12
46410010

2,1x

( ) 1012 −=′′ xxf

 A nullahelye: 
6
5

12
10

==x  ez egy inflexió s pont.

( ) ⇒>=−⋅=′′ 014102122f  az x = 2 –nél minimumhely van.

⇒−=−





 −⋅=






−′′ 1410

3
112

3
1f  az

3
1

−=x –nál maximumhely van.

A 





 −∞−

3
1,  intervallumban f(x) szigorúan monmonoton nő , a 






− 2,

3
1 intervallumon

szigorúan monoton csö kken, a (2, ∞) intervallumon szigorúan monoton nő .

( ) ⇒−=′′=





 <′′ 100_.

6
5 fplxf  A 






 ∞−

6
5,  intervallumban f(x) konkáv.

( ) ⇒=−=′′=





 >′′ 210121_.

6
5 fplxf 






 ∞,

6
5 intervallumon f(x) konvex.

L’Hospital szabály

Ha ( )
( )xg
xf

xx 0

lim
→

 határértéket kell kiszámítani, és ( ) 0lim
0

=
→

xf
xx

  és  ( ) 0lim
0

=
→

xg
xx

, akkor ha

f(x) és g(x) az x0 helyen deriválható , akkor:
( )
( )

( )
( )xg
xf

xg
xf

xxxx ′
′

=
→→ 00

limlim

Ugyanez igaz abban az esetben is, ha ( ) ∞=
→

xf
xx 0

lim   és  ( ) ∞=
→

xg
xx 0

lim , hiszen

( )
( )

( )

( )
0
0

1

1

limlim
00 →

→
=

∞→
∞→

→→

xg

xf
xg
xf

xxxx

Akkor is ha ( ) ( )xgxf
xx

⋅
→ 0

lim  határértéket kell kiszámítani, és ( ) 0lim
0

=
→

xf
xx

  és

( ) ∞=
→

xg
xx 0

lim , hiszen ( ) ( ) ( )

( )
0
0

1limlim
00 →

→
=⋅

→→

xg

xfxgxf
xxxx

Pl.:
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( )
x

x
x

sinlim
0→

 mivel mind a nevező , mind a számláló  0-hoz tart: ( ) ( ) 1
1

coslimsinlim
00

==
→→

x
x

x
xx

( )x
e x

x sin
1lim

0

−
→

 mivel mind a nevező , mind a számláló  0-hoz tart: ( ) ( ) 1
cos

lim
sin

1lim
00

==
−

→→ x
e

x
e x

x

x

x

MacLaurin polinom

Vannak olyan fü ggvények, melyek értékét csak bizonyos helyeken tudjunk megadni a
fü ggvény azonosságai alapján. Ilyen pl az ex a sin(x) stb. A tö bbi helyen csak kö zelíteni
tudjuk, erre jó  például a MacLaurin polinom is.

A MacLaurin polinom tulajdonképpen egy olyan polinom x-re
( ( ) 0

1
1

1
1 ... axaxaxaxp k

k
k

k ++++= −
− ) melynek eggyü ttható i speciálisan vannak

megválasztva, így az tetsző leges fü ggvényt kö zelíthet a 0 kö rnyezetében.

Ha az f(x) fü ggvény a 0 helyen legalább n-szer differenciálható , akkor a

P x f o f o x f o x f
n

xn

n
n( ) ( ) ’ ( )

!
’ ’ ( )

!
...

!

( )

= + + + +
1 2

2  polinomot az f(x) fü ggvény n-edfokú

Mac’ Laurin polinomjának nevezzü k.
A kö zelítés annál pontosabb illetve egy bizonyos pontosság annál szélesebb
intervallumban igaz, minél tö bb tagot veszü nk be a polinomba.
Pl. ( ) xexf =  akárhányszor deriváljuk f(x)-t, mindig ex-t kapunk 10 =e . Így ex-t a 0 hely
kö zelében kö zelítő  polinom:

n
n x

n
xxxP

!
1...

!2
1

!1
11)( 2 ++++=

Taylor polinom

A MacLaurin polinom „továbbfejlesztése”, egy olyan polinom (x-x0)-ra
( ( ) ( ) ( ) ( ) 0

1
01

1
010 ... axxaxxaxxaxp k

k
k

k +−++−+−= −
− ) melynek eggyü ttható i

speciálisan vannak megválasztva, így az tetsző leges fü ggvényt kö zelíthet az x0 hely
kö rnyezetében. Így nem csak a 0 hely kö rnyezetében tudunk pontosan kö zelíteni, hanem
bármely pont kö rnyezetében, ahol ismerjü k a fü ggvény és deriváltjainak értékét.
Ha az f(x) fü ggvény az   a   helyen legalább n-szer differenciálható , akkor a

n
n

n xx
n

xfxxxfxxxfxfxt )(
!

)(...)(
!2

)()(
!1

)()()( 0
0

)(
2

0
0

0
0

0 −++−
′′

+−
′

+=  polinomot az

f(x) fü ggvény x0 ponthoz tartozó  n-edfokú Taylor-polinomjának nevezzü k. A kö zelítés
annál pontosabb illetve egy bizonyos pontosság annál szélesebb intervallumban igaz,
minél tö bb tagot veszü nk be a polinomba.

Pl. ( ) ( )xxf sin=  ( )( ) ( )xx cossin =′ ( )( ) ( )xx sincos −=′

Ez alapján látható , hogy minden negyedik derivált sin(x), az utána kö vetkező  cos(x), az
utána kö vetkező  -sin(x), az utána kö vetkező  -cos(x).

Legyen x0 például 
2
π . 1

2
sin =






 π , 0

2
cos =






 π , 1

2
sin −=






−

π , 0
2

cos =





−

π
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Így a sin(x)-t kö zelítő  polinom a 
2

 π  hely kö zelében:

...)
2

(
!8

1.)
2

(
!6

1)
2

(
!4

1)
2

(
!2

11)( 8642 −−+−−−+−−=
ππππ xxxxxtn

Egy példa a fü ggvény meredekségének keresésével.

Adott az ( ) 143 2 +−= xxxy  egyenlettel megadott gö rbe. Számítsuk ki a hozzá húzható
érintő  meredekségét az x = 3 helyen, és adjuk meg az érintési pont kordinátáit!

Az x = 3 helyen az érintő  meredekségét definíció  szerint megadja a deriváltfü ggvény
értéke az x = 3 helyen.:

( ) ( ) 14436346 =−⋅=′⇒−=′ yxxy
Az érintési pont az y(x) fü ggvénynek is pontja; az x koordináta az x = 3, az y koordináta
így ( ) 16134333 2 =+⋅−⋅=y , az érintési pont koordinátája (3, 16).
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