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Vektorok

Vektor: egy ö sszetartozó szám n-es. (1,2), (1,2,3), (1,2,3,4,… n)

A vektorok betű jelét aláhú zással, vagy kiemelé ssel kü lö nbö ztetjü k meg a számokétól.

2 és 3 elemü  (2 és 3 dimenzios) vektorok értelmezése eukledeszi geometriaban:

Eukledeszi geometriáról beszélü nk, ha az alap koordinátarendszerü nk derékszö gű  és
minden irányban azonos léptékű . Ekkor egy vektor két pontot ö sszekö tő  irányított
szakasz, melynek első  komponense az első  foirányban, a második komponense a
második fő irányban,… stb. a kezdő ponttól a végpont felé tö rténő  „elmozdulás” nagyságát
jelö li.

Egy vektor adatai semmilyen információt nem szolgáltatnak a kezdő pontjáról. Ez érthető
is, mivel a vektor mindig egy relatív „elmozdulást” jelent. Ezért ha a vektrort
párhuzamosan eltoljuk, az magát a vektort nem változtatja meg, így egy vektor
párhuzamos eltolásokkal a tér (sík) bármely pontján kezdő dhet. Ebbő l kö vetkezik, ha
egy vektort pontos térbeli helyzetbe akarunk állítani, meg kell adni a kezdő pont helyét
(koordinátáit) is.
Ha az (a,b,c)  vektor kezdő pontja az origo, akkor a végpontja az (a,b,c) koordinátájú
pont helyére mutat. Ezért azokat a vektorokat, amelyek kezdő pontja az  origó,
helyvektornak hívjuk.

Egy adott fő irány egységvektorának hívjuk azt a vektort, amelyik az adott irányban
egységnyi „elmozdulást”, a tö bbiben 0-t ír elö . Ezeknek a vektoroknak kü lö n nevü k is
van, az x irányú  egységvektor i , az y irányú  j , a z irányú  a k.
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Műveletek vektorokkal

Vektorok összegzé se:
Az a + b = c ö sszegvektort ú gy kapjuk meg, hogy az a vektor végpontjához párhuzamos
eltolásokkal illesztjü k a b vektor kezdő pontját, ekkor a c vektor az a vektor
kezdő pontjából a b vektor végpontjába mutat.

Ha a vektorok koordinátáikkal adottak, akkor az ö sszegvektor koordinátáit az a b
vektorok megfelelő  koordinátáinak ö sszegével kapjuk.
Pl:

a = (a1, a2, a3, …  an) b = (b1, b2, b3, …  bn)

c = (c1, c2, c3, …  cn) = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3, …  an + bn)

 A fenti ábrán n = 2-re látható példa (b2 itt éppen negatív!).

Vektorok kü lönbsé ge:
Az a - b = c kü lö nbségvektort ú gy kapjuk meg, ha átrendezzü k a = b + c ö sszegre,
ekkor, az elő ző  módszer szerint, a és b vektoroknak azonos a kezdő pontja, a c vektor
így a b vektor végpontjából az a vektor végpontjába fog mutatni:

Ha a vektorok koordinátáikkal adottak, akkor az kü lö nbségvektor koordinátáit az a b
vektorok megfelelő  koordinátáinak kü lö nbségével kapjuk.
Pl:

a = (a1, a2, a3, …  an) b = (b1, b2, b3, …  bn)

c = (c1, c2, c3, …  cn) = (a1 - b1, a2 - b2, a3 - b3, …  an - bn)

Vektorok szorzata konstanssal:

A b = λ a szorzatvektort ú gy képezzü k, hogy az a vektort λ-szorosára nyú jtjuk.

Pl.: λ = 2
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Vektorok abszolú t é rté ke:

A vektor abszolú t értékén annak hosszú ságát értjü k. Kiszámítása a koordinátákból a
Pitagórasz tétel segítségével:

22
2

2
1 ... naaa +++=a

Pl.: n = 3
Esetü nkben a = b + c, és b merő leges c-re.

2
3

2
1 aa +=b 2a=c
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1

22 aaaaaa ++=++=+= cba

Vektorok skaláris szorzata:

Az a b skaláris szorzat egy szám, amely az egyik vektor hosszú ságának és a másik
vektor első re vetített hosszú ságának szorzata (az eredmény szempontjából mindegy,
hogy a-t vagy b-t tekintem „egyik” vektornak, a b = b a):

ϕcos⋅⋅=⋅ baba

Ha a vektorok koordinátáikkal adottak, akkor a skaláris szorzat az a b vektorok azonos
koordinátáinak szorzatának ö sszege.
Pl:

a = (a1, a2, a3, …  an) b = (b1, b2, b3, …  bn)

a b = a1b1 + a2b2 + a3b3 + …  anbn.

Ha a é s b hosszú sága nem 0, akkor az a b skaláris szorzat akkor é s csak akkor 0,
ha a é s b merő legesek egymásra.

A skaláris szorzat két definíciója segítségével ki lehet számítani két vektor bezárt
szö gét:

nnbabababa ++++=⋅⋅=⋅ ...cos 332211ϕbaba
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Vektorok vektoriális szorzata

Az a x b = c vektoriális szorzat egy olyan vektor, amelyik mind a-ra mind b-re
merő leges, a-val és b-vel jobbsodrású  rendszert alkot (jobbkézszabály), és hosszú sága
megegyezik a két vektor által kifeszített paralelogramma terü letével.

A paralelograma terü letképletébő l:

ϕsin⋅⋅=⋅== abbc mT

Ha a vektorok koordinátáikkal adottak, akkor a vektoriális szorzatvektor koordinátái a
kö vetkező  módon állíthatók elő :

21
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321 bb
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bbb
aaa ⋅+⋅−⋅==×= kji
kji
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É rtelmezése (bő vebben lsd Determinánsok (Lineáris algebra)):

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

⋅−⋅=  azaz keresztbe szorzunk, és

ö sszegzü nk az ábra szerinti elő jelekkel.

3332
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3332

2322 aa
aa

aa
aa ⋅⇒ i

i

Kiválasztjuk a sor második elemét, ezt most –1-el beszorozzuk , letakarjuk az elemet
tartalmazó sort és oszlopot, a fennmaradó 2x2-es részmátrix determinását
megszorozzuk az elemmel:
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Kiválasztjuk a sor harmadik elemét, letakarjuk az elemet tartalmazó sort és oszlopot,
a fennmaradó 2x2-es részmátrix determinását megszorozzuk az elemmel:

3231

2221

3231

2221 aa
aa

aa
aa k

k
⇒

Ebbő l:
( ) ( ) ( )212131313232 abbaabbaabba −⋅+−⋅−−⋅=×= kjibac

Ha a é s b hosszú sága nem 0, akkor az a x b vektoriális szorzat akkor é s csak
akkor 0, ha a é s b párhuzamosok egymással.

A skaláris szorzat két definíciója segítségével ki lehet számítani két vektor bezárt
szö gét:
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Egyenes egyenlete

Az egyenes egyenlete egy a koordinátákkal, vagy a helyvektorokkal felírt egyenlet,
melynek megoldáspontjainak koordinátái az egyenesre esnek. Azaz az adott egyenes
egyenletét az adott egyenes, de csakis adott egyenes pontjai elégítik ki (behelyettesítve
azonosságot adnak).

Egyenes paraméteres egyenlete

Az egyenes paraméteres egyenletéhez meg kell adnunk az egyenes egy ismert
pontjának helyvektorát (r0), valamint egy az egyenessel párhuzamos un. irányvektort
(v), továbbá felveszü nk egy paramétert (t), mely a (-∞,∞) intervallumban vehet fel
értéket, és minden egyes kiválasztott értékéhez az egyenes egy pontjának helyvektora
tartozik (r).

t⋅+= vrr 0

Fizika: egyenes vonalú  egyenletes mozgás,
t=0-ban a helyem r0, a sebességem |v|
nagyságú  és v irányú , akkor bármely t
idő pontban a helyem a

t⋅+= vrr 0  egyenlettel számítható ki.

Koordinátákkal felírva:

y

x

r0

vz

r0+vE(-2)
r0+vE1
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t⋅+= vrr 0 ⇒
tvzz
tvyy
tvxx
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y

x

⋅+=
⋅+=
⋅+=

0

0

0

⇒

z

y
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v
zzt

v
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v
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0

0

0

−
=

−
=

−
=

Ebbő l kapjuk az egyenes egyenletét:

zyx v
zz

v
yy

v
xx 000 −

=
−

=
−

A tér egy pontja akkor lehet az egyenes pontja, ha a koordinátáit behelyettesítve az
egyenes egyenletébe, azonosságokat kapunk.

Példák:

Adott két egyenes 
3

1
2

34: −
=

−
=−

zyxe  azaz
3

1
2

3
1

4 −
=

−
=

− zyx

2
2

13: +=
−

=− zyxf azaz
1

2
2

1
1
3 +

=
−

=
−
− zyx

Ebbő l ’e’-re: r0e = (4,3,1) ve = (1,2,3)
’f’-re: r0f = (3,1,-2) vf = (-1,2,1)

Van e metszéspontjuk, és ha van hol?
A metszéspont kordinátáinak mind a két egyenetet ki kell elégítenie.

Az e egyenesbő l:
2

34 −
=−

yx ⇒ 4
2

3
+

−
=

yx

Az f egyenesbő l:
2

13 −
=−

yx ⇒
2

14
2

33 −
=






 +

−
−

yy

2
1

2
31 −

=
−

−−
yy

2
3−

+
y

2
2

42
2

3
2

11 −=
−

=
−

+
−

=− yyyy

1=y

1
2

31
2

34 −=
−

=
−

=−
yx

3=x

Ez a két egyenes xy síkvetü letének (e’, f ’) metszéspontja. A két egyenesnek akkor
van metszéspontja, ha az xy koordinátákat behelyettesítve mindkét egyenesnél
azonos z értéket kapunk.

e

f

x

y

z

e’
f ’

1

3
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3
14: −

=−
zxe ⇒ ( ) 2131

3
143 −=⇒−=⋅−⇒

−
=− zzz

23: +=− zxf ⇒ 2233 −=⇒+=− zz

A két egyenes a (3,1,-2) pontban metszi egymást

Adott két egyenes 
42

2
3

5: zyxe =
−

=
−

2
2

11: +=
−

=− zyxf

Ebbő l ’e’-re: r0e = (5,2,0) ve = (3,2,4)
’f’-re: r0f = (1,1,-2) vf = (1,2,1)

Van e metszéspontjuk, és ha van hol?
A metszéspont kordinátáinak mind a két egyenetet ki kell elégítenie.

Az e egyenesbő l:
2

2
3

5 −
=

− yx
⇒ 5

2
63

2
235 +

−
=⇒

−
=−

yxyx

Az f egyenesbő l:
2

11 −
=−

yx ⇒
2

115
2

63 −
=−






 +

− yy

2
63

2
14

2
63 −

−
−

=+
− yyy

2
72

2
63

2
14 −−

=
−

−
−

=
yyy

⇒ 728 −−= y ⇒
2

15
−=y

2
11 −

=−
yx ⇒

4
17

2
2
2

2
15

1 −
=

−
−

=−x ⇒
4
13−

=x

Ez a két egyenes xy síkvetü letének (e’, f ’) metszéspontja. A két egyenesnek akkor
van metszéspontja, ha az xy koordinátákat behelyettesítve mindkét egyenesnél
azonos z értéket kapunk.

19
44

19
42

2
4

2
15

42
2: =⇒=⇒=

−
−

⇒=
− zzzzye

4
252

4
172

2
2
2

2
15

2
2

1: −
=⇒+=

−
⇒+=

−
−

⇒+=
− zzzzyf

A két egyenesnek nincs metszéspontja, a két egyenes kitérő .
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Adott két egyenes 
42

2
3

5: zyxe =
−

=
−

4
1

2
1

3
2: +

=
−

=
− zyxf

Ebbő l ’e’-re: r0e = (5,2,0) ve = (3,2,4)
’f’-re: r0f = (2,1,-1) vf = (3,2,4)

Van e metszéspontjuk, és ha van hol?

Az e egyenesbő l: 
2

2
3

5 −
=

− yx
⇒ 5

2
63

2
235 +

−
=⇒

−
=−

yxyx

Az e egyenesbő l:
2

1
3

2 −
=

− yx  ⇒
2

1
3

25
2

63
−

=
−






 +

−
y

y

2
1

3

3
2

63
−

=
+

−
y

y

⇒
2

63
2

133
2

63 −
−

−
=+

− yyy

2
30

2
63

2
333 +

=
−

−
−

=
yyy ellentmondásra jutottunk, a két egyenes xy vetü letének

sincs metszéspontja. A két egyenes irányvektora alapján megállapítható, hogy a
két egyenes párhuzamos.

Adott két egyenes 
3

1
2

34: −
=

−
=−

zyxe

3
2

2
13: +

=
−

=−
zyxf  Van e metszéspontjuk, és ha van hol?

Ebbő l ’e’-re: r0e = (4,3,1) ve = (1,2,3)
’f’-re: r0f = (3,1,-2) vf = (1,2,3)

2
34: −

=−
yxe ⇒ 4

2
3

+
−

=
yx

2
13: −

=−
yxf ⇒

2
134

2
3 −

=−





 +

− yy
⇒

2
3

2
11

2
3 −

−
−

=+
− yyy

2
20

2
3

2
11 −

=
−

−
−

=
yyy azonosságot kaptunk. A két egyenes irányvektora

alapján megállapítható, hogy a két egyenes párhuzamos, továbbá ha az egyik
egyenes r0 pontjának koordinátái kielégítik a másik egyenes egyenletét: a két
egyenes egybevágó.
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Sík egyenlete

A sík egyenlete egy a koordinátákkal, vagy a helyvektorokkal felírt egyenlet, melynek
megoldáspontjainak koordinátái a síkra esnek. Azaz az adott sík egyenletét az adott sík,
de csakis adott sík pontjai elégítik ki (behelyettesítve azonosságot adnak).

Vektor és sík párhuzamossága

Egy vektor akkopr párhuzamos egy síkkal, ha a síkban hú zható a vektorral párhuzamos
egyenes.

Sík normálvektora

A sík normálvektora minden olyan vektor amely merő leges a síkra, azaz merő leges a
sík két nem párhuzamos egyenesére. A normálvektor jele: n. A normálvektor elő állítható
két a síkkal párhuzamos, de egymással nem párhuzamos vektor vektoriális
szorzataként.

Sík kétparaméteres egyenlete

A sík kétparaméteres egyenletéhez meg kell adnunk a sík egy ismert pontjának
helyvektorát (r0), valamint két a síkkal párhuzamos vektort, melyek egymással nem
párhuzamosak (v1, v2), továbbá felveszü nk két paramétert (t, u), melyek a (-∞,∞)
intervallumban vehetnek fel értéket, és minden egyes kiválasztott értékekhez a sík egy
pontjának helyvektora tartozik (r).

ut ⋅+⋅+= 210 vvrr

Ez az egyenlet a két paraméter miatt nehézkesen használható.

n

v
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Sík normálvektoros egyenlete

A sík normálvektoros egyenletéhez meg kell adnunk a sík egy ismert pontjának
helyvektorát (r0), valamint normálvektort (n). Ekkor a sík pontjai azok, amelyekhez az r0
pontból hú zott vektor (r-r0) merő leges a normálvektorra, azaz a két vektor skaláris
szorzata 0.

( ) 0=− nrr 0

Kordinátákkal felírva:

( ) 0=− nrr 0 ⇒ ( ) ( ) ( ) 0000 =⋅−+⋅−+⋅− zyx nzznyynxx

Az n = (nx, ny, nz) vektor koordinátáit szokás (A, B, C) elnevezéssel is felírni.

( ) ( ) ( ) 0000 =⋅−+⋅−+⋅− CzzByyAxx

( ) 0000 =⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+⋅ zCyBxAzCyBxA

0=−⋅+⋅+⋅ DzCyBxA ahol 000 zCyBxAD ⋅+⋅+⋅=

Példák:

• Adott az 0223:1 =−+− zyxs  egyenletű  sík és az 1
3

2
2

3
+=

−
=

− zyx  egyenletű

egyenes. Adja meg a dö féspont koordinátáit.
A dö féspontnak ki kell elégítenie mind a két gyenletet. Az egyenes egyenletébő l
rö gtö n 2 egyenletet tudunk csinálni, a harmadik a sík egyenlete:

02
2

1
2

313230223:.

2
11

2
31

2
3:.

2
3132

2
33

3
2

2
3:.

=−
−

+
−

−⇒=−+−

−
=⇒−

−
=⇒+=

−

−
=⇒=+

−
⇒

−
=

−

xxxzyxIII

xzxzzxII

xyyxyxI

0416266 =−−++− xxx ⇒ 02911 =−x ⇒
11
29

=x

y

x

r0

n
z

r
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11
28

2
11
29313

2
313

=






⋅−

=
−

=
xy ⇒

11
9

2
11
291

2
1 −

=






−

=
−

=
xz

A dö féspont koordinátája: 





 −

11
9,

11
28,

11
29

• Párhuzamos-e a 0253 =+−+ zyx  egyenletű  sík és az 
2

1
3

31 −
=

−
=−

zyx

egyenletű  egyenes.

Párhuzamosak, ha az egyenes irányvektora merő leges a sík normálvektorára.
A sík normálvektora: n = (1, 3 , -5)
Az egyenes irányvektora: v = (1, 3, 2)

Két vektor merő leges, ha skaláris szorzatuk 0.

( ) 0253311332211 =⋅−+⋅+⋅=++=⋅ vnvnvnvn  ⇒ párhuzamosak.

• Párhuzamosak-e egymással a v1 = (-2, -6, 10) vektor és a 
5

1
3

31 zyx −
=

−
=−

egyenletű  egyenes.

Párhuzamosak, ha az egyenes irányvektorának és a v1 vektornak vektoriális
szorzata 0.

Az egyenes irányvektora: v = (1, 3 , -5)

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 032615210156103
1062

531 =⋅−−−⋅+−⋅−−⋅⋅−−⋅−−⋅⋅=
−−

−=× kji
kji

vv1

⇒ párhuzamosak.
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• Mekkora az a = (1, 3, 5) és a b = (4, 1, 7) vektorok által határolt paralelogramma
terü lete? Mekkora a két vektor által bezárt szö g?

A kérdezett terü let a két vektor vektoriális szorzatának abszolú t értéke (lsd
vektoriális szorzat)

( ) ( ) ( ) ( )11,13,16341154715173
714
531 −−=⋅−⋅+⋅−⋅⋅−⋅−⋅⋅==× kji
kji

ba

( ) ( ) 36.23546111316 222 ≈=−+−+=×= baT

Továbbá a paralelogramma terü letképletébő l:

( )αsin⋅⋅= baT

916.535531 222 ≈=++=a

124.866714 222 ≈=++=b

( ) 4862.0
6635

546
6635

546sin ≈
⋅

=
⋅

=
⋅
×

=
ba
ba

α ⇒ ( ) °≈= 09.294862.0arcsinα

a

b
a

b

T
α
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