Vektorok 1 BHM:02.06.13

Vektorok

Vektor: egy 6sszetartozé szam n-es. (1,2), (1,2,3), (1,2,3,4,...n)

A vektorok betijelét alahuzassal, vagy kiemeléssel kuldnboztetjik meg a szamokétol.
2 és 3 elemu (2 és 3 dimenzios) vektorok értelmezése eukledeszi geometriaban:
Eukledeszi geometriardl beszélunk, ha az alap koordinatarendszerink derékszogl és
minden iranyban azonos léptékld. Ekkor egy vektor két pontot 6sszekotd iranyitott

szakasz, melynek elsé komponense az elsé foiranyban, a masodik komponense a
masodik féiranyban,...stb. a kezd6ponttél a végpont felé térténé ,,elmozdulas” nagysagat
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Egy vektor adatai semmilyen informaciot nem szolgaltatnak a kezddépontjarol. Ez érthetd
is, mivel a vektor mindig egy relativ ,elmozdulast” jelent. Ezért ha a vektrort
parhuzamosan eltoljuk, az magat a vektort nem valtoztatja meg, igy egy vektor
parhuzamos eltolasokkal a tér (sik) barmely pontjan kezdédhet. Ebbél kdvetkezik, ha
egy vektort pontos térbeli helyzetbe akarunk allitani, meg kell adni a kezdépont helyét
(koordinatait) is.

Ha az (a,b,c) vektor kezddpontja az origo, akkor a végpontja az (a,b,c) koordinataju
pont helyére mutat. Ezért azokat a vektorokat, amelyek kezdépontja az origo,
helyvektornak hivjuk. 7 A

\ 4

X /
Egy adott féirany egységvektoranak hivjuk azt a vektort, amelyik az adott iranyban
egységnyi ,elmozdulast”, a tdbbiben 0-t ir eld. Ezeknek a vektoroknak kilén nevik is
van, az x iranyu egyseégvektor i , azy iranyu j , a z iranyu a k.
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Miveletek vektorokkal

Vektorok 6sszegzése:
Az a + b = ¢ dsszegvektort ugy kapjuk meg, hogy az a vektor végpontjahoz parhuzamos
eltolasokkal illesztjuk a b vektor kezdépontjat, ekkor a ¢ vektor az a vektor

kezddpontjabdl a b vektor végpontjaba mutat. A
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Ha a vektorok koordinataikkal adottak, akkor az 6sszegvektor koordinatait az a b
vektorok megfelel6 koordinatainak osszegével kapjuk.

PI:
g = (all a21 a31 an) Q = (bl1 b21 b31 . bn)

€=(C1,C2 Cs, ... Cn) = (a1 + by, @2 + b2, @3 + bs, ... a, + by)
A fenti abran n = 2-re lathaté példa (b, itt éppen negativ!).
Vektorok kulonbsége:
Az a - b = ¢ kulénbségvektort ugy kapjuk meg, ha atrendezzik a = b + ¢ 6sszegre,

ekkor, az el6z6 mddszer szerint, a és b vektoroknak azonos a kezd6pontja, a ¢ vektor
igy a b vektor végpontjabdl az a vektor végpontjaba fog mutatni:

([e})

Ha a vektorok koordinataikkal adottak, akkor az kulénbségvektor koordinatait az a b
vektorok megfelelé koordinatainak kuldnbségével kapjuk.
Pl:

Q- = (ala a2! a3! an) b = (bl! b21 b31 e bn)

€ =(C1,C2 C3, ... Cn) = (a1 - b1, @2 - b2, @3- b3, ... @y - bp)

Vektorok szorzata konstanssal:

Pl..1 =2
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Vektorok abszolut értéke:

A vektor abszolut értekén annak hosszusagat értjuk. Kiszamitasa a koordinatakbdl a
Pitagodrasz tétel segitségével:
d=./a?+aZ+..+a? »
Pl..n=3 -
Esetiinkben a = b + ¢, és b merdleges c-re. %

bj=a+al  [d=a,
as b ee = el = e
X
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Vektorok skalaris szorzata:

Az a b skalaris szorzat egy szam, amely az egyik vektor hosszusaganak és a masik
vektor elsére vetitett hosszusaganak szorzata (az eredmény szempontjabol mindegy,
hogy a-t vagy b-t tekintem ,egyik” vektornak, ab = b a):
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Ha a vektorok koordinataikkal adottak, akkor a skalaris szorzat az a b vektorok azonos
koordinatainak szorzatanak dsszege.
Pl:

Q- = (ala a2! a3! an) b = (bl! b21 b31 e bn)

a Q = ajb; + aobs + a3b3 + ... apbn.

Ha a és b hosszusaga nem 0, akkor az a b skalaris szorzat akkor és csak akkor 0O,
ha a és b merdlegesek egymasra.

A skalaris szorzat két definicioja segitségével ki lehet szamitani két vektor bezart

szogét:
axb =|d xb|xcosj =ab, +ab, +ab, +..+ab,
g BB Ak tabt.tab _  aptabtabt.tap,

axb Cfa? A+ ral xR L+
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Vektorok vektorialis szorzata

Az a x b = ¢ vektorialis szorzat egy olyan vektor, amelyik mind a-ra mind b-re
merdleges, a-val és b-vel jobbsodrasu rendszert alkot (jobbkézszabaly), és hosszlisaga
megegyezik a két vektor altal kifeszitett paralelogramma teruletével.

o)}

A paralelograma teruletképletébdl:
© =T =b>m=bxa sin]

Ha a vektorok koordinataikkal adottak, akkor a vektorialis szorzatvektor koordinatai a
kovetkez6 modon allithatok eld:

i ] kK
. R S8 A & & a &
c=a b= a =jix? -j{ +k>{
o b b {bz o, o b, b,
2

Ertelmezése (bévebben Isd Determinansok (Linearis algebra)):

P 2 a, Xa,, - &, X,, azaz keresztbe szorzunk, és ail ai2
Ay Ay Y>"<'
0sszegzunk az abra szerinti el6jelekkel.
azi as
[
. lay, a
a22 a23 b |)+ 22 23
8y Ay
Ay Ay

Kivalasztjuk a sor masodik elemét, ezt most —1-el beszorozzuk , letakarjuk az elemet
tartalmazo sort és oszlopot, a fennmaradoé 2x2-es részmatrix determinasat
megszorozzuk az elemmel:

J
L la a
Ay Ay P - J { azl 823
8, Ay P
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Kivalasztjuk a sor harmadik elemét, letakarjuk az elemet tartalmazo sort és oszlopot,
a fennmaradé 2x2-es részmatrix determinasat megszorozzuk az elemmel:

k
a a
a, a, b k azl azz
a, a, e
Ebbdl:

c=a’ b:i)‘(azb3' b2a3)' j><(a1b3- b1a3)+kx(a1b2' b13-2)

Ha a és b hosszusaga nem 0, akkor az a x b vektorialis szorzat akkor és csak
akkor 0, ha a és b parhuzamosok egymassal.

A skalaris szorzat két definicioja segitségével ki lehet szamitani két vektor bezart
szogét:

- M — \/(azbz B b2a3)2 + (a1b3 B b1a3)2 + (a1b2 B bla2)2
a>4b) Ja +a; +a5 /bl +b] +b]

Egyenes egyenlete

Az egyenes egyenlete egy a koordinatakkal, vagy a helyvektorokkal felirt egyenlet,
melynek megoldaspontjainak koordinatai az egyenesre esnek. Azaz az adott egyenes
egyenletét az adott egyenes, de csakis adott egyenes pontjai elégitik ki (behelyettesitve
azonossagot adnak).

Egyenes paraméteres egyenlete

Az egyenes paraméteres egyenletéhez meg kell adnunk az egyenes egy ismert
pontjanak helyvektorat (ro), valamint egy az egyenessel parhuzamos un. iranyvektort
(v), tovabba felvesziink egy paramétert (t), mely a (-¥,¥) intervallumban vehet fel
értéket, és minden egyes kivalasztott értékéhez az egyenes egy pontjanak helyvektora
tartozik (r).

r=ry+vx \ N\
ro+VEL % 9 e Fizika: egyenes vonalu egyenletes mozgds,
Vo r0+VE(;2) t=0-ban a helyemr, a sebessegem |v|
"y nagysigu ésv iranyi, akkor barmely t
idépontban a helyema
X r =r, +vx egyenlettel szamithato ki.

Koordinatakkal felirva:
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(= X%
X=X, +V, % Vx
r=ry+vx b Y=Y, +v, % b t=Y" Yo
v
z=2,+v, % Y
t=2"%
v

Ebbdl kapjuk az egyenes egyenletét:
X-X% _Y¥Y-"Y%_2-%

A v, v,

A tér egy pontja akkor lehet az egyenes pontja, ha a koordinatait behelyettesitve az
egyenes egyenletébe, azonossagokat kapunk.

Példak:
Adott két egyenes e:x-4:y'3:2'1 azaz X-4_y-3_z-1
2 3 1 2 3
f:3-x=Y 1oz40 azay X 32y 1_2%2
2 -1 2 1

Ebbdl ’e’-re: roe = (4,3,1) Ve = (1,2,3)
f-re: ros = (3,1,-2) vi = (-1,2,1)
Van e metszéspontjuk, és ha van hol?
A metszéspont kordinatainak mind a két egyenetet ki kell elégitenie.

y-3 4 x:yé3+4

Az e egyenesbél: x- 4=

Y-l p g @301

Az f egyenesbél: 3- x =

2 & 2 g 2
A
Z
- 1- Y'3ZY'1 +Y'3
2 2 2 e
_1:y-1+y-3:2y-4: o ! 1 f .
2 2 2 L
L y
y:]_ | 3 /0= f
e
x-4=Y"3-13_4 X
2 2
X=3

Ez a két egyenes xy sikvetuletének (e’, f ') metszéspontja. A két egyenesnek akkor
van metszéspontja, ha az xy koordinatakat behelyettesitve mindkét egyenesnél

azonos z értéket kapunk.
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ex-4=2"1 p 3-4:Zé1p (-1)@=z-1p z=-2

f:3-x=z+2 b 3-3=z+2b z=-2
A két egyenes a (3,1,-2) pontban metszi egymast
X- z
3 2 4
: _y-1_
f:x-1= =z+2
2

a1
<
1
N

Adott két egyenes e:

Ebbdl 'e’-re: roe = (5,2,0) ve = (3,2,4)
T-re: ror = (1,1,-2) v¢ = (1,2,1)
Van e metszéspontjuk, és ha van hol?

A metszéspont kordinatainak mind a két egyenetet ki kell elégitenie.

Azeegyenesb6|;x'5:y-22p X_5:3y-22p L3y-6
Azfegyenesbdl:x-1=Y"1 p  BY- 6,50 j-Y-1
3y-6+4: -1 3y'6
4 y-1 3y-6_-2y-7 b 6=-2y-7 b y:_E
2 2 2 )
15 2
X-l:y_l b X-1= 2 2:'17 b X:_13
2 2 4 .

Ez a két egyenes xy sikvetuletének (e’, f ') metszéspontja. A két egyenesnek akkor
van metszéspontja, ha az xy koordinatakat behelyettesitve mindkét egyenesnél

azonos z értéket kapunk.

-15 4
e ¥ 2.2p 2 2.2 8_2, .44
2 4 2 4 4
15 2
(Y S=zeap 2 Z=z42p A giop z:'j5

A két egyenesnek nincs metszéspontja, a két egyenes kitérd.
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Adott két egyenes e: S_y-2_2
3 2 4
foXe 2_y-1_1z+1
-3 2 4

Ebbdl ’e’-re: roe = (5,2,0) Ve = (3,2,4)
T-re:ror = (2,1,-1) vi = (3,2,4)
Van e metszéspontjuk, és ha van hol?

AzeegyenesbéSI:X%S:y_2 p x-5=3Y"%p x= +5
3 2 2 2
5 L 8§y2_6+59-2 1
Az e egyenesbél: X_ =Y p e g _Y-
3 2 3 2
3y-6+3
2 _y-1 b 3y-6+3:3y-1 _3y-6
3 2 2 2 2

3= 3y2- 3. 3y2- 6_0Y*3 qllentmondasra jutottunk, a két egyenes xy vetiiletének
sincs metszéspontja. A két egyenes iranyvektora alapjan megallapithatd, hogy a

két egyenes parhuzamos.

y-3_2z-1

Adott két egyenes e: x- 4=

- + . i
y-1_z+2 Van e metszéspontjuk, és ha van hol?

f:x-3=

Ebbdl ’e’-re: roe = (4,3,1) ve = (1,2,3)
F-re: ror = (3,1,-2) v¢ = (1,2,3)

ex-4=Y"3 b x=Y" 3424
2 2
fox-3=Y1 p o @ 3,.403=Y1
2 e 2 a
y-3+1: -1 y-3
2 2 2

1= yé e yé 3. Oy2- 2 azonossagot kaptunk. A két egyenes iranyvektora
alapjan megallapithatd, hogy a két egyenes parhuzamos, tovabba ha az egyik
egyenes ro pontjanak koordinatai kielégitik a masik egyenes egyenletét: a két

egyenes egybevagoé.
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Sik egyenlete

A sik egyenlete egy a koordinatakkal, vagy a helyvektorokkal felirt egyenlet, melynek
megoldaspontjainak koordinatai a sikra esnek. Azaz az adott sik egyenletét az adott sik,
de csakis adott sik pontjai elégitik ki (behelyettesitve azonossagot adnak).

Vektor és sik parhuzamossaga

Egy vektor akkopr parhuzamos egy sikkal, ha a sikban huzhat6 a vektorral parhuzamos
egyenes.

Sik normalvektora

A sik normalvektora minden olyan vektor amely meréleges a sikra, azaz meréleges a
sik két nem parhuzamos egyenesére. A normalvektor jele: n. A normalvektor eléallithatd
két a sikkal parhuzamos, de egymassal nem parhuzamos vektor vektorialis
szorzataként.

Xn

oo\

Sik kétparaméteres egyenlete

A sik kétparaméteres egyenletéhez meg kell adnunk a sik egy ismert pontjanak
helyvektorat (rp), valamint két a sikkal parhuzamos vektort, melyek egymassal nem
parhuzamosak (vi, vy), tovabba felveszunk két paramétert (t, u), melyek a (-¥ ,¥)
intervallumban vehetnek fel értéket, és minden egyes kivalasztott értékekhez a sik egy
pontjanak helyvektora tartozik (r).

r=ry+v,xX+v,xu

Ez az egyenlet a két paraméter miatt nehézkesen hasznalhato.
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Sik normalvektoros egyenlete

A sik normalvektoros egyenletéhez meg kell adnunk a sik egy ismert pontjanak
helyvektorat (rp), valamint normalvektort (n). Ekkor a sik pontjai azok, amelyekhez az rg
pontbdl hazott vektor (r-ro) meréleges a normalvektorra, azaz a két vektor skalaris

szorzata O. n

ZA T\
(r-r,n=0 °

0]
r
Ty
X

Kordinatakkal felirva:
(r-r)n=0 b (x- )0 +(y- y)n, +(z- 7)), =0

Az n = (ny, ny, N;) vektor koordinatait szokas (A, B, C) elnevezéssel is felirni.
(x- x)xA+(y- v )B+(z- z)C=0

Axx+Bxy+Cxz- (Axx, + Bxy, +Cxz,)=0

Axx+Bxy+Cxz- D=0 ahol D = Axx, + Bxy, + C xz,

Példak:

Adott az sl:3x- 2y +z- 2=0 egyenlet( sik és az 3-x_y-2

=z+1 egyenleti

egyenes. Adja meg a doféspont koordinatait.
A doféspontnak ki kell elégitenie mind a két gyenletet. Az egyenes egyenletébdl
roégton 2 egyenletet tudunk csinalni, a harmadik a sik egyenlete:

I.:3-x:y-2 b 33_X+2=y b y:13-3x
2 3 2 2
N2 %2741 p 223 X1 p =t X
2 2
1.:3x- 2y+2-2=0 b  3x- 25 3X+1'2X-2:o
29
6x- 26+6x+1- x-4=0 b 11x- 29=0 b X = 11

10
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13- 3,829 1. 899
y:13- 3X: ellg 28 b Zzl- X _ 11@ -9
2 2 1 2 2 1
229 28 - 95

A doféspont koordinataja: 911 111
2

w

N
1

=

Parhuzamos-e a x+3y- 5z2+2 =0 egyenletl sik és az x- 1= y-3 =

egyenlet( egyenes.
Parhuzamosak, ha az egyenes iranyvektora meréleges a sik normalvektorara.
A sik normalvektora: n = (1, 3, -5)
Az egyenes iranyvektora: v = (1, 3, 2)
Két vektor meréleges, ha skalaris szorzatuk 0.
nxv =nyV, + NV, +nyv, =1x1+3x3+ (- 5)X2=0 b parhuzamosak.

Parhuzamosak-e egymassal a v; = (-2, -6, 10) vektor és a x- 1= y;g 3. 1_52

egyenlet(i egyenes.

Parhuzamosak, ha az egyenes iranyvektoranak és a v, vektornak vektorialis
szorzata O.

Az egyenes iranyvektora: v = (1, 3, -5)
[ ik

v, v=|1 3 -5=ix3%0- (- 6)X- 5))- j{140- (- 2)X- 5))+k(1K- 6)- (- 2)x3)=0

-2 -6 10
P parhuzamosak.

11
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Mekkoraaz a=(1, 3,5) ésab = (4, 1, 7) vektorok altal hatarolt paralelogramma
terulete? Mekkora a két vektor altal bezértt) Sz0Q?
a 9]
T
a) a
b

A kérdezett terulet a két vektor vektorialis szorzatanak abszolut értéke (Isd
vektorialis szorzat)

i ]k
a’ b=|1 3 5=ix3x7-1§)- | {1x7- 4>5)+k(1x- 43)=(16,- 13- 11)
4 1 7

T =[a’ b|=/16% +(- 13 +(- 11)* = /546 » 23.36

Tovabba a paralelogramma teruletképletébdl:
T =[d %b|sinfa)

=1’ +3 +5 =./35» 5916
bj=/4% +1% + 7% = /66 » 8.124

_[a" b _ /546 546

1 = = = 0.4862 b = in(0.4862) » 29.09°
sin(a) avb " B8 | 366 » a = arcsin( ) »

12
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