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Sorok

Sort kapunk, ha egy a, sorozat elemeit 6sszeadjuk, ekkor az a, sorozatot a sor reprezental6
sorozatanak nevezziik.
Véges sorrdl beszéliink, ha a sorozat véges darabszamu elemét adjuk 0ssze pl. az els6 k paratlan

sorszamu elem Osszege
k-1

ZOaZml =ay tagt.. T Ay

n
Mivel ebben az esteben véges darabszamu komponenst kell 6sszegezni, az 6sszeg tobb-kevesebb
1d6 alatt kozvetlen 0sszeaddsokkal kiszamithatd.

Végtelen sorrdl beszEliink, ha a sorozat 6sszes (végtelen) elemét adjuk Ossze:

0

Zamawmmw&ySz%:q+%+m+%+m

n=:

Mivel ebben az esteben végtelen darabszamu komponenst kell 6sszegezni, az dsszeget csak
végtelen 1d0 alatt lehetséges kozvetlen Osszeaddsokkal kiszdmitani. Ezért a végtelen sor 0sszegét
mas médon definidljuk.

A végtelen sor a kovetkez6k szerint viselkedhet.
* Minden hatdron tdl novekszik pl. Z 1=00 illetve minden hatéron til csokken pl.

27157

e Oszcillal pl. Z (—l)n ha megnézziik a részosszegek sorozatdt: s,;= -1, 5= 0, 3= -1, s4= 0,

-1, 0, -1, 0, -1, 0...a végtelen osszeg attol fiigg, hogy az m = pdros va gy pdratlan, de ezt
nem tudhatjuk. Ezért, bdr nem is né vagy csokken minden hatdron til, divergens.

s

* A végtelen 0sszeg egy véges szam. (példa késobb)

A (végtelen) sor els6 m elemének részosszege a kovetkez6 véges sor:

m

a, =a +a;+..+a,

n=
A (végtelen) sor els6 m elemének részosszegét felhasznédlva képezhetiink egy sorozatot, ezt a
részosszegek sorozatanak S, nevezziik:
S =q
S=ata,=5+4q,
S=ata,+a;=5,+a,

Sn=8ta, ta ..+, =5, A,

Belithatd, hogy ham akko r S, -  a, . Ezért:

* Definicié: Egy végtelen sor Osszege megegyezik a részosszegek sorozatdnak hatarértékével,
azaz:

ya.=lims,

Ez alapjan a végtelen sor 6sszegének értékét a végtelen sor hatarértékének nevezziik.
A fenti definiciot alkalmazva szamitsuk ki a kovetkezd sor hatarértékeét:
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Irjuk fel a sorosszegek els6 néhany elemét:
s-1-1
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S = n m-1

Képezziik a eszosszegek hatarértékét:

I|msm—llm5@ 1} -10 zanziénkl_lgz_
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Z c[®)" mértani sor.
Kozépiskoldban megtanultuk, hogy a mértani sor els6 m elemének részosszege:

m m
-1
clg" =c ==
4 g-1
Képezziik a részosszegek hatarértékét:

. m_1 -1 1 L1
Ilm%aqf —ch_l—cﬂl_qD >y —cEll_—q,Ha\q\<1

M- o
alql<1

A fenti a példdkban kényelmesen fel tudtuk irni a részosszegek sorozatit, de nem minden esetben
sikeriil ezt kezelhetd alakban el6allitani. Az ilyen példdkndl a sor hatarértékét ugyan nem tudjuk
megéllapitani, de taldn meg tudjuk allapitani, hogy konvergens-e a sor vagy divergens. Erre az Gn
konvergenciakritériumokat fogjuk hasznalni. Ezekben a sor reprezentédns sorozatat felhasznédlva
prébaljuk a konvergencia vagy divergencia tényét megallapitani.

A sor definicidjabol megallapithatunk néhdny egyszer{ibb szabalyt:

Sa,+yh =(a+a, o ta o)ttt s =a th e, b ke b

Ya,+5h=Yla, +h)
« Scl,=cly+c@,+.+cl, +.=clla+a,+.+a,+.)=cH a,

* Egy konvergens sorhoz tetszSleges véges darabszamu 0j (véges értékii) elemet hozzaadva, a
sor konvergens marad (Bdr a hatdrértéke ekkor megvdltozik). Mert a véges darabszdmii véges
értékii elem csak véges (kiszamithato) értékkel vdltoztatja az dsszeget.

* Egy divergens sorbdl tetszéleges véges darabszamu (véges értékii) elemet elhagyva a sor
divergens marad. Mert a véges darabszdmii véges értékii elem elhagydsa csak véges
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(kiszdamithato) konstans értékkelvdltoztatia az dsszeget; a minden hatdron til névé/csokkend
sor igy marad minden hatdron til novo/csokkend, az oszcilldlo is marad oszcilldlo, ¢sak most
csak most a konstansal nagyobb/kisebb (a konstans eldjelétdl fiiggoen) értékek kozott
oszcilldl.

A konvergencia sziikséges feltétele, hogy a reprezentans sorozat hatarértéke O legyen. Ez

konnyen belathato:

* ha az a, sorozat minden hatdron til ng, akkor az 6sszege is minden hatdron til né

* haaz a, sorozat oszcillal, akkor a részosszegek sorozata is oszcillél

* haaz a, sorozat hatarértéke A 0, akko r a sorozatnak csak véges sok tagja nem fogja A-t
tetsz6legesen kis mértékben megkozeliteni, azaz a maradék végtelen sok tagja A-t fogja
tetszdlegesen kis mértékben megkozeliteni (sorozat konvergencidjdnak definicioja), ezért az
Osszegben lesz végtelen sok nem A értékii (nem 0) tag lesz, igy az dsszeg minden hatdron tuil
nd (vagy csokken, ha A negativ)

o ezérta Z a, sor csak akkor lehet konvergens, ha az a, sorozatnak csak véges sok tagja nem

0 vagy 0 kozeli tetszdlegesen kis érték, azaz a sorozat végtelen sok tagja a 0-t fogja
tetsz6legesen kis mértékben megkozeliteni, azaz a hatarértéke A = 0 (ismét a sorozat
konvergencidjdnak definicioja)

Képlettel:

Ha zan konvergens, lima, =0

1 : 1
(!!!visszafelé nem igaz!!! Pl. ) - sor divergens, pedig lima_, =lim= = 0)
n

— 00 n- oo n
Mivel ez a kritérium csak egy irdnyba miikodik, ezért vele csak a divergencia tényét lehet
egyértelmien megvizsgélni. Azaz ha L'IQ a, # 0 akkor a sor divergens, ha Lim a, =0 akkor
tovéabbi vizsgalatok sziikségesek.
2

n“-2n+1
Pl. konvergens-e z a, = Z 7

dn“+3n+5
Megvizsgalva a reprezentdns sorozatot:

2—
lima, = Iimw -1 # 0 tehat a sor divergens.
n- oo n-=4n°+3n+5 4

Cauchy féle hanyad oskritérium:
Szintén a reprezentdns sorozatot vizsgéljuk, a kovetkez8k alapjén.

x1 asor konvergens
Iima;l —H1 tovébhi vizsyd atok szikségesek
" B asor divergens
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2
n“+1,
3
Behelyettesitve a hanyadoskritériumba:
(n+1)?%+1 n2+2n+2

n+1 n 2 n 2

lim— 3 =lim 33" =|im" +22n+2D3 . =Ljimn +22n+2:}<1
nwe N+l nee n°+1 e p"+1 3B 30 n°+1 3
3 3

tehdt a sor konvergens.

PL.: konvergens-e Z a, :z

7n
Konvergens-e z a, :z S ron_1 ?

Behelyettesitve a hdnyadoskritériumba:
7n+l 7 Un
+1*+2(n+1)-1_ . p2 . n*+2n-1 700" . n’+2n-1
n+1) 2n(n 1) l:“mn +4nn+2:|Im - —

Nn-oo

Iim(

Nn-oo

7>1

2 n ' 2 -
n-en®+4n+2 7 n-en®+4n+2
n’+2n-1 n’+2n-1
tehat a sor divergens.

GyokKritérium:

Szintén a reprezentdns sorozatot vizsgaljuk, a kovetkezdk alapjan.
(x1 asor konvergens

limn/a, =M1 tovébbi vizsgl atok sikedgesek

m 1 asor divergens

Gyokkritériummal csak akkor tudunk szdmolni, ha az a, sorozat csak pozitov tagokbal all!!

24
Pl. konvergens-¢ z a, =Z %é ?

Mivel n > 0, igy n’+ 1 > 0és 2n°+ 1 > 0, igy a reprezentél6 sorozat pozitiv tagokbdl all,
hasznalhatjuk a gyokkritériumot.
Behelyettesitve a hdnyadoskritériumba:

n2+1§ PO

limn = ;= <1 tehdt a sor konvergens
n-o2n°+1 2

n-o |/ 2n* +1

Azokndl a sorokndl, amelyeknél a két kritérium alapjadn nem tudunk donteni, alkalmazzuk az
osszehasonlité kritériumokat.
*  majoranskritérium: z a, konvergens, ha taldlunk egy olyan konvergens z b, sort,

amelyre la,| < 1b,| igaz véges szamu elem kivételével minden elemre.
Ha van egy sok tagbdl dllo osszegiink, melynek értéke B; és van egy ugyanannyi de kisebb tagbol
dllo mdsik osszeg, akkor ennek értéke A < B. Ha végtelen sok tagbdl dllo osszegeket hasonlitunk
ossze, akkor A B.
*  minoranskritérium: Z a, divergens, ha taldlunk egy olyan divergens Z C, sort, amelyre
lc,l < la,l 1gaz véges szamu elem kivételével minden elemre. Ha egy végtelen sok tagbdl dllo
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osszeg minden hatdron til novekszik, akkor a csupa nagyobb tagbdl dllo osszeg is minden
hatdron til fog noni.
Ahhoz, hogy ezt a két kritériumot hasznalhassuk, ismernunk kell par konvergens illetve diver-
gens sort, hogy legyen mivel 6sszehasonlitani.

A két legfontosabb:
1 . , o 1 1
Z — minden hatéron tul n6 Z — =— konvergens
n n 6
n-2
Pl k - P P —
onvergens-e z N +2n-5
lim_ "~ 2 - 0 tehat lehet konvergens is
= A% .
n-»3n? +2n -5 s

Gyokkritériummal mar meg sem vizsgéljuk, mert a kapott n. gyokos kifejezést nem tudnidnk
kezelni.
Hényadoskritériummal:

(n+1-2 n-1 n-1
3(”+1) +2n+1)- S _im3ni+ten+3+2n+2-5_. . 3n°+8n

naoo n-— 2 n- o n-— 2 n-oo n—2
3n*+2n-5 3n?2+2n-5 3n*+2n-5

n-1
, n-1 +2n-5
Inl m% = L| m% - Esngn e E 1 l4thatd, hogy a hanyadoskritérium nem segitett.

3n°+2n-5

Ha megnézziik a szamlalo és a nevezd legnagyobb fokszamu elemének hanyadosat, lathat6, hogy
1 1 . . c T

a reprezentans sorozat — nagysigrendd. Az — -vel képzett sor viszont divergens, ezért probaljuk
n n

meg ezzel minorélni.

. 712 n 7 PR . . 22
A minoraléssal a I +2n-5 reprezentdns sorozatot alakitjuk biztosan kisebb (esetleg egyenld)

1
Uj sorozattd, lehetSleg ugy, hogy a legvégén " nagysagrendd sorozatot kapjunk. Ehhez egy-egy

1épésben a szdmlalo értékét csokkenteni, a nevezd értékét novelni kell.

n-2 S n-2 S n-2 :n—2: n 2 ZE
%+ 2n — Gmidanwiksvd 302 +2nmear 3n? +2n® 10n®  10n®  10n® 100N nP[
Ha az eredményiil kapott 1j reprezentans sorozattal képzett sor divergens, akkor minordlja az
eredeti sorunkat és ezért az is divergens lesz.

12% R e

(R -2
A z sor divergens, igy a z 1060 Er EIS divergens, minoralja a z m sort, ezért

ez is divergens lesz.
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n+5

Konvergens-e » ———————

vele Z 7n®+3n-3

, n+5

n-e7N° +3n-3
Gyokkritériummal ismét nem vizsgaljuk, mert a kapott n. gyokos kifejezé€st nem tudnank kezelni.
Hényadoskritériummal:

=0 tehét lehet konvergens is.

(n+1)+5 n+1+5 n-1
im N+ +3An+Y =3 _ . 70+ 2107+ 2In+ 7+30+3-3 _ |, 70 + 2In° +24n +7
N-oo n+5 N o n+5 N oo n+5
mn+3n-3 n®+3n-3 m3+3n-3
n+6
3 2 + 3 4+ -
||m7n +2In“+24n+7 =lim 6[! 37n 231 3 -1
n-oo n+s n-=M+5 7n°+21n° +24n+7
7n*+3n-3

A hanyadosktitérium most sem segit.
Ha megnézziik a szdml4l6 és a nevezd legnagyobb fokszdmu elemének hanyadosat, 1athatd, hogy

1 .
a reprezentans sorozat nagysagrendl. Az — -vel képzett sor viszont konvergens, ezért
n

"2
n
probaljuk meg ezzel majorélni.
) n+5 . )
A majordlassal a T +31-3 reprezentdns sorozatot alakitjuk biztosan nagyobb (esetleg

1
egyenld) 1j sorozattd, lehetSleg ugy, hogy a legvégén 2 nagysdgrendd sorozatot kapjunk. Ehhez

egy-egy lépésben a szamlalo értékét novelni, a nevezd értékét csokkenteni kell.

n+5 n+5 n+5 _n+5_1 5
N5 . . _ gL, 5¢
7n° + 3n — 33n>0hadhayyjukanevezd kisblesz 7° — 3-3>-3n° 7> 3n3 an® 4 [n n D 4 [n n® n° [
Ha az eredményiil kapott 1j reprezentdns sorozattal képzett sor konvergens, akkor majoralja az
eredeti sorunkat és ezért az is konvergens lesz.

1 5 1 5 1 1 1 1
Z H> i H 4§znz+zna§:4@2nz+5zn3E konvergens, ha a ZF sor

konvergens.
Ismét alkalmazva a majoranskritériumot:

1 1 1 1

i1 1 1 . . .

FnOE e A Z 7 sorrdl pedig tudjuk, hogy konvergens.

5 n+5

foy a Eﬁ —E sor konvergens, és mert majoraljaa Y —=———— sort ezért ez is
& z n’ ¢ 8 O Z7n3+3n—3

konvergens.




