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Vektorok

A vektorok korá bbi definíciójá t haszná ljuk fel: a vektor ö sszetartozó szá m n-es.

A vektorban ö sszetartozó elemek szá má t (n) a vektor dimenziójá nak nevezzü k.

Oszlopvektor: a vektor elemeit egymá s alá  írjuk fel: 
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Sorvektor: a vektor elemeit egymá s mellé írjuk fel: [ ]naaa ...21

Vektorok ö sszeadása:

Mint a korá bban, az azonos pozíción lévő  komponeneseket ő sszegezü k, de
oszlopvektort csak oszlopvektorral, sorvektort csak sorvektorral lehet ö sszegezni, ha az
ö sszeadandó vektorok dimenziója megegyezik.
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Vektorok szorzása

Csak sor-oszloppal, csak azonos dimenziójú  vektorok szorozhatók ö ssze.
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(Ez a vektorok skalá ris szorzá sá nak megfelelője)

Vektrorok lineáris kombinációja

Az x1, x2, x3…  vektorok lineá ris kombiná ciójá nak nevezzü k a ...321 +⋅+⋅+⋅ 321 xxx λλλ
ö sszeget, ahol λ1, λ2, λ3 …  tetsző leges konstansok.
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Vektorok lineáris fü ggetlensé ge

Az x1, x2, x3…  xn vektorok lineá risan ö sszefü ggő k, ha kö zü lü k legalá bb egyet elő  lehet a
tö bbi lineá ris kombiná ciójá val á llítani; lineá risan fü ggetlenek, ha kö zü lü k egyet sem lehet
a tö bbi lineá ris kombiná ciójá val elő á llítani.
Ha az x1, x2, x3…  xn vektorok lineá risan ö sszefü ggő k, akkor van kö zö ttü k egy olyan xk
vektor, amelyikre:

knnkkkk xxxxxx 21 =⋅++⋅+⋅++⋅+⋅ ++−− λλλλλ ...... 111121

Ekkor 0...... 111121 =⋅++⋅+−⋅++⋅+⋅ ++−− nnkkkkk xxxxxx 21 λλλλλ

0...... 111121 =⋅++⋅+⋅+⋅++⋅+⋅ ++−− nnkkkkkk xxxxxx 21 λλλλλλ  ahol 1−=kλ

Ez alapjá n, ha az x1, x2, x3…  xn vektorok lineá risan ö sszefü ggő k, akkor van olyan λ1, λ2,
λ3 …  λn lineá ris kombiná ciójuk, amely elő á llítja a 0-t, és λ1, λ2, λ3 …  λn nem csupa 0-ból
á ll (ez utóbbit hívná nk triviá lis megoldá snak).

Az x1, x2, x3…  xn vektorok lineárisan ö sszefü ggők, ha a 0...321 =+⋅+⋅+⋅ 321 xxx λλλ
egyenletnek nem csak a λ1=0, λ2=0, λ3=0 …  triviális megoldás tesz eleget.

Az x1, x2, x3…  xn vektorok lineárisan fü ggetlenek, ha a 0...321 =+⋅+⋅+⋅ 321 xxx λλλ
egyenletnek csak a λ1=0, λ2=0, λ3=0 …  triviális megoldás tesz eleget.
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32 xxx1  vektorok lineá risan fü ggetlenek-e?

0321 =⋅+⋅+⋅ 321 xxx λλλ

A triviá lis megoldá s a λ1=0, λ2=0, λ3=0, lá ssuk van e ezen kívü l má s:
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Behelyettesítve  III.-ba: 03112 323 =⋅+⋅+⋅− λλλ ⇒ 023 =+ λλ

23 λλ =−
Behelyettesítve  I.-be: ( ) ( ) 01112 333 =⋅+−⋅−+⋅− λλλ ⇒

02 333 =++− λλλ ⇒ 00 3 =λ

Ez mit is jelent? Bá rmekkora λ3-t vá laszthatok, ha emellett λ2 = -λ3 és λ1 = -2λ3 akkor
teljesü l 0321 =⋅+⋅+⋅ 321 xxx λλλ  egyenlet, azaz nem csak a triviá lis megoldá s létezik, a
há rom vektor nem lineá risan fü ggetlen. Ez most kö nnyen ellenő rizhető , mert

213 xxx +⋅= 2 , azaz x3 az x1, x2–nek egy lineá ris kombiná ciója, x3 benne van az x1 és
x2 á ltal kifeszített síkban.
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32 xxx1  vektorok lineá risan fü ggetlenek-e?

0321 =⋅+⋅+⋅ 321 xxx λλλ

A triviá lis megoldá s a λ1=0, λ2=0, λ3=0, lá ssuk van e ezen kívü l má s:
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Behelyettesítve  III.-ba: 01112 323 =⋅+⋅+⋅− λλλ ⇒ 023 =+− λλ

23 λλ =
Behelyettesítve  I.-be: ( ) 01112 333 =⋅+−⋅+⋅− λλλ ⇒

02 3 =− λ ⇒ 03 =λ ⇒ 02 =λ ⇒ 01 =λ

Azaz csak a triviá lis megoldá s létezik, a há rom vektor lineá risan fü ggetlen.

Mátrixok

A má trix egy n dimenziós vektorokból képzett m dimenziós vektor, vagy m dimenziós
vektorokból képzett n dimenziós vektor, mindkét megfogalmazá s ugyanaz. A
má trixokkak kettő s alá hú zá ssal vagy fé lkö vé r betűtípussal jelö ljü k.
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Mátrixok ö sszeadása:

Csak azonos sor és oszlposzá mú  má trixok adhatók ö ssze. Mindig az azonos pozíción
lévő  komponeneseket ö sszegezzü k.
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Mátrixok szorzása

Csak akkor szorozhatók ö ssze, ha a bal oldali oszlopszá ma megegyezik a jobb oldali
sorszá má má val ( A k x n-es, B n x p-s). Az eredmény ekkor egy k x p-s má trix lesz:
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Ahol a cxy elemet ú gy kapjuk meg, mintha a bal oldali má trix x. sorvektorá t ö sszeszoroz-
ná nk a jobb oldali má trix y. oszlopvektorá val.
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Speciá lis eset, amikor a bal oldali egy oszlopvektor, a jobb oldali egy sorvektor:
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Szintén speciá lis esete, amikor a jobb oldali má trix egy oszlopvektor:
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Mátrix szorzása konstanssal

A má trix minden elemét be kell szorzni a szorzó konstanssal.
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Mátrix transzponáltja

A má trix transzponá lá sakor felcseréljü k a sorokat az oszlopokkal (má sképpen: a fő á tlóra
tü krö zzü k). Az A transzponá ltá t AT-vel jelö ljü k.
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Egysé gmátrix

Egy olyan négyzetes má trix, melynek fő á tlójá ban 1-k á llnak, a tö bbi helyen 0-k.
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Tulajdonsá ga:
AAEEA =⋅=⋅

Mátrix inverze

Az az A-1 má trix, amellyel A –t beszorozva, jobbról vagy balról, egységmá trixot kapunk.

A-1 A = A A-1 = E

Az inverz szá mítá sá ra a determiná nsok fejezet utá n térü nk vissza.

Mátrix rangja

Egy má trix rangja r, ha az oszlop- vagy sorvektorai k ö zü l r db lineá risan fü ggetlen van.
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Determináns

Jele: ( )
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Egy A má trix determiná nsa egy a má trixra jellemző  szá m amit a kö vetkező  szabá ly
alapjá n szá mítunk ki:

Ha a má trix 2x2-es:

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

⋅−⋅=  azaz keresztbe szorzunk, és ö sszegzü nk

az á bra szerinti elő jelekkel.

Ha a má trix 3x3-as:

3231

2221
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2322
11
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131211
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Ezt ú gy mondjuk, hogy kifejtjü k egy sorá ra.
Elő szö r a determiná ns egy sorá t kivá lasztjuk, esetü nkben ez az első  sor. Alkalmazzuk a
sakktá bla szabá lyt a kiválasztott sorra:

333231

232221

131211

333231

232221

131211

111
111
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aaa −

⇒
+−+
−+−
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↔

Kivá lasztjuk a sor első  elemét, letakarjuk az elemet tartalmazó sort és oszlopot, a
fennmaradó 2x2-es részmá trix determiná sá t megszorozzuk az első  elemmel:

3332

2322
11

3332

2322

11

aa
aa

a
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a
⋅⇒

Kivá lasztjuk a sor kö vetkező  elemét (nem feledkezü nk meg a sakktá bla szabá lyról),
letakarjuk az elemet tartalmazó sort és oszlopot, a fennmaradó 2x2-es részmá trix
determiná sá t megszorozzuk az elemmel:

a11

a21

a12

a22

+ -
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3331

2321
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Kivá lasztjuk a sor kö vetkező  elemét, letakarjuk az elemet tartalmazó sort és oszlopot, a
fennmaradó 2x2-es részmá trix determiná sá t megszorozzuk az elemmel:

3231

2221
13

3231

2221

13

aa
aa

a
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a
⇒

Az így kiszá mított 3 értéket ö sszegezve kapjuk meg a má trix determiná nsá t.

A determiná nst bá rmelyik sorra kifejthetjü k, csak a sakktá bla szabá ly szerinti elő jeleket
kell figyelembe venni a kivá lasztott sorra.

3231

1211
23

3331

1311
22

3332

1312
21

333231

232221

131211

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aaa
aaa
aaa

⋅−⋅+⋅−=

2221

1211
33

2321

1311
32

2322

1312
31

333231

232221

131211

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aaa
aaa
aaa

⋅+⋅−⋅=

Ha a má trix 4x4-es:
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Most is egy sorá ra fejtjü k ki, csak letakará sok utá n 3x3-as részmá trixok maradnak,
melyek mindegyikét az elő ző  pontban létott módon kell kiszá molni. A sakktá bla szabá lyt
itt is figyelembe kell venni a kivá lasztott sorná l!
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Néhá ny szabá ly:
1. A determiná ns bá rmelyik sorá ra kifejthető
2. A determiná ns értéke nem vá ltozik, ha bá rmelyik sorá hoz hozzá adjuk egy má sik

sorá nak konstansszorosá t
3. Ha az A má trix sorai lineá risan ö sszefü ggő k, akkor Det(A) = 0
4. Det(A) = Det(AT) ⇒ a sorokra megá llapított szabá lyok oszlopokra is

érvényesek
5. Ha az A má trix fő á tlója alatt vagy felett csupa 0 á ll, akkor a determiná nsa a fő á tló

elemeinek szorzata:
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6. Ha a determiná ns két sorá t felcseréljü k, a determiná ns szozódik –1-el.

A 2. és az 5. szabá lyok felhaszná lá sá val a determiná ns kiszá mítá sá snak egy má sik
módszere (bő vebben lá sd Gauss módszer):
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• Az első  sort megszorozzuk
11

21

a
a− -vel majd hozzá adjuk a má sodik sorhoz. A má sodik

sor első  eleme így 0.

• Az első  sort megszorozzuk
11

31

a
a− -vel majd hozzá adjuk a harmadik sorhoz. A

harmadik sor első  eleme így 0.
• …

• Az első  sort megszorozzuk
11
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a
an− -vel majd hozzá adjuk az n. sorhoz. Az n. sor első

eleme így 0.
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• Az má sodik sort sort megszorozzuk !
22

!
32

a
a− -vel majd hozzá adjuk a harmadik sorhoz. A

harmadik sor má sodik eleme így 0.
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• Az má sodik sort sort megszorozzuk !
22

!
42

a
a− -vel majd hozzá adjuk a negyedik sorhoz. A

negyedik sor má sodik eleme így 0.
• …

• Az má sodik sort sort megszorozzuk !
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sor má sodik eleme így 0.
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• Az harmadik sort sort megszorozzuk !!
33

!!
43

a
a− -vel majd hozzá adjuk a negyedik sorhoz.

Az negyedik sor harmadik eleme így 0.
• …

• Az n-1-dik sort sort megszorozzuk ( )

( )( )
!...!!!

11

!...!!!
1

−−

−−

nn

nn

a
a

-vel majd hozzá adjuk az n. sorhoz. Az

n. sor n-1-dik eleme így 0.

Így elő á llítottunk egy olyan má trixot, amelyiknek a fő á tlója alatt csak 0-k á llnak,
alkalmazható az 5. szabá ly.

Aldetermináns: az aij elem sorá nak és oszlopá nak letakará sá val kapott maradékmá trix
determiná nsá t hívjuk az aij elemhez tartozó aldeterminá nsnak.

Algebrai aldetermináns: az aij elemhez tarozó aldeterminá nst megszorozzuk az aij
elemre vonatkozó sakktá blaszabá llyal. (-1-el, ha i+j pá ratlan; +1-el, ha i+j pá ros).
Jele: Aij.

Mátrix aldetermináns mátrixa: Egy má trix elemeinek helyére beírjuk az algebrai
aldeterminá nsok értékét.
Pl. 3x3-as má trixra:
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Mátrix adjungált mátrixa: az aldeterminá ns má trix transzponá ltja:
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Mátrix inverzé nek kiszámítása: kiszá mítjuk a má trix adjungá lt má trixá t, majd
elosztjuk a má trix determiná nsá val.
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1615
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1A

Mátrix rangjának meghatározása:

• Ha a má trix nem négyzetes (n x n-es), felbő vítjü k négyzetessé 0-k ból á lló sorok
vagy oszlopok hozzá adá sá val.

• Ha az n x n-es má trix determiná nsa 0, akkor veszzü k az ö sszes (n-1)x(n-1) –es
részmá trixá t, kiszá mítjuk a determiná nsokat, ha 0-tól kü lö nbö ző t talá lunk leá llunk.
Ha egyik (n-1)x(n-1) részmá trixnak sem 0-tól kü lö nbö ző  a determiná nsa, akkor
megvizsgá ljuk az ö sszes egyel kisebb (n-2)x(n-2)-es részmá trixot. A vizsgá lt
részmá trix méretét addig csö kkentjü k, amíg az első  0-tól kü lö nbö ző  determiná nsot
meg nem kapjuk. A má trix rangja enek a részmá trixnak a mérete.

Téglalapmá trixok esetén egy gyors kiindulópont lehet, hogy az n x m-es má trix rangja
maximun akkora lehet mind az (n,m) szá mpá rból a kisebb.

Pl.: Hatá rozzuk meg az 
















2853
61082
3541

 má trix rangjá t.

Mivel a má trix 3x4-es ezért a rangja maximun 3 lehet.

A 3x3-as részmá trixok determiná nsai:

0
253
682
341

= 0
253
682
341

= 0
283
6102
351

= 0
285
6108
354

=

A 2x2-es részmá trixok determiná nsai:

0
82
41

= 0
108
54

= 0
610
35

= 0
102
51

= 0
62
31

= 0
68
34

=

7
53
41

−=  STOP.

A má trix rangja 2, azaz két lineá risan fü ggetlen sora ill. oszlopa van. Ez kö nnyen
ellenő rizhető , a 3. oszlop az első  kett ö sszegébő l, a 4. a má sodik és az első
kü lö nbségébő l á llítható elő .
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