Linearis algebra— Vektorok, matrixok, determinins 1 BHM:02.06.13

Vektorok
A vektorok korabbi definiciéjat hasznaljuk fel: a vektor 6sszetartozé szam n-es.

A vektorban dsszetartozé elemek szamat (n) a vektor dimenziéjanak nevezzuk.

Oszlopvektor: a vektor elemeit egymas ala irjuk fel:

Sorvektor: a vektor elemeit egymas mell¢ irjuk fel: [a, a, .. a ]

Vektorok 0sszeadasa:

Mint a korabban, az azonos pozicion lIévé komponeneseket §sszegezuk, de
oszlopvektort csak oszlopvektorral, sorvektort csak sorvektorral lehet 6sszegezni, ha az
0sszeadando vektorok dimenzidja megegyezik.
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[a1 a, .. an] + [b_L b, .. bn] = [a1 b a,+b, .. a * bn]
Vektorok szorzasa
Csak sor-oszloppal, csak azonos dimenzioju vektorok szorozhatok éssze.
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(Ez a vektorok skaléris szorzéasanak megfelelsje)

Vektrorok linearis kombinacidja

Ve

0sszeget, ahol | 1,1 2, | 3 ... tetszéleges konstansok.
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Vektorok linearis fuggetlensége

Az X1, X2, X3... X, vektorok linearisan 6sszefuggék, ha kozuluk legalabb egyet el lehet a
tobbi linearis kombinacidjaval allitani; linearisan fuggetlenek, ha kdzllik egyet sem lehet
a tobbi linearis kombinacidjaval eléallitani.
Ha az xi, X2, X3... X, vektorok linearisan 6sszefliggék, akkor van kdzottik egy olyan xy
vektor, amelyikre:

ooy 130G+t b Xy 1 XK et 10X =X
Ekkor | >, +1,5, +..+1 XX, - X+ X+ 41 %, =0

k+1 ottt n n
Lo, +1,%G+ 0+ X, 1 X+ X, ..+ %, =0ahol |, =-1

Ez alapjan, ha az xi, X2, Xs... X, vektorok linearisan osszefuggék, akkor van olyan | 4, | 5,
I 53...1,linearis kombinacidjuk, amely elballitia a O-t, és 1 1,1 2, | 5 ... | , nem csupa 0-bdl
all (ez utébbit hivnank trividlis megoldéasnak).

AZ X1, X2, X3... X, vektorok linearisan 6sszefuggok, haa |, xx; +1, %, +1,%,+...=0
egyenletnek nem csak al 1=0, | ,=0, | 3=0 ... trividlis megoldas tesz eleget.

AZ X1, X2, X3... Xn vektorok linearisan fuggetlenek, haa |, xx; +1, %, +1 ,%,+...=0
egyenletnek csak al 1=0, | ,=0, | 3=0 ... trividlis megoldas tesz eleget.

éu - eln
Pl X, = EQHXZ = go 3x3 = 243 vektorok linearisan figgetlenek-e?
el eélg &%

I3, +1, %, +1 ;xx; =0
A trivialis megoldas a | 1=0, | ,=0, | 3=0, lassuk van e ezen kivlul mas:

élu é 1 élu é0u
€041, 580 U1 5Eall= Sl
eg elg  &d &y
Lo, +1,4-1)+1,44=0
.o 1,R+1,0+] ,x4=0
N1 d+], 3 +1,8=0

A ll. egyenlethdl: |, :_7I ,=-2,
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Behelyettesitve lll.-ba: - 2l ;4 +1,4+1,x3=0 b l,+1,=0
-l,=1,
Behelyettesitve I.-be: - 20,94+ (-1,)4-1)+1,4=0 b

-2l ,+1,+1,=0 P o,=0

Ez mit is jelent? Barmekkora | 3-t valaszthatok, ha emellett | ;= - 3 és | 1 = -2l 3 akkor
teljesul 1, », +1,xx, +1 ; %, =0 egyenlet, azaz nem csak a trivialis megoldas létezik, a
harom vektor nem linearisan figgetlen. Ez most konnyen ellendrizhetd, mert

X5 = 2XX, +X,, 8zaz X3 az X1, Xo—nek egy linearis kombinacioja, X3 benne van az x; és
X7 altal kifeszitett sikban.

z
X3

X2 /

— g

X
eueln e
Pl X, = EQHXZ = gO gxg = 243 vektorok linearisan figgetlenek-e?

elg eélg &l

I3, +1, %, +1 ;xx; =0
A trivialis megoldas a | 1=0, | ,=0, | 3=0, lassuk van e ezen kivil mas:

élu é 1 élu &0l

| é~l )gl]_Al:l
2.+ = S+ 47 = 07
R+ 280 g+ s 8= g
glg glg glg eog

Lo, +1,4-2)+1,44=0
.0 1,2+ ,50+] ,x4=0
.2 1,4+, x+1,3=0

A ll. egyenletbdl: |, ='24| ,=-2,
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Behelyettesitve lll.-ba:

l,=1,
Behelyettesitve I.-be:

-21,=0 b

- 21,4+ ,4+1,4=0 b
- 20,4+, {-1)+1,4=0

b

I,

Azaz csak a trivialis megoldas létezik, a harom vektor linearisan fuggetlen.

Matrixok

A matrix egy n dimenzids vektorokbodl képzett m dimenzids vektor, vagy m dimenzids
vektorokbol képzett n dimenzids vektor, mindkét megfogalmazas ugyanaz. A
matrixokkak kettds alahuzassal vagy félkovér betltipussal jeldljuk.

A,
a»

a

m2

- ¢
dan

Matrixok 0sszeadasa:

Csak azonos sor és oszlposzamu matrixok adhatok 6ssze.

a,|u &a,u éa,u  éa,
u ee u e u e,

aZn]l]:ééaZlu é“2 () éaZn
0 &..0 é..0 8.
0 8 0 é a

Al &Bwl @l Bm

lévé komponeneseket 0sszegezzuk.

éay, ay, a,
e

éa21 a22 a2n
é..

é

& ml a'm2 arm

Matrixok szorzasa

et/ ey e eniy en Y end
I+

éb, by, b,u éa, by,
u e

é 21 b22 b2n l:l — éa21 * b21

é.. .u é

& ua é

gjml bm2 bmn u éaml * bml

a, th,

a22 * b22

a

m2

b

m2

A,
a22

Ay

&,

aZn * b2n

A

n

[ e Y el Y e e Y aZ

Mindig az azonos pozicion

iblﬂ

ococ\o\nonoNno/

Csak akkor szorozhatok 0ssze, ha a bal oldali oszlopszama megegyezik a jobb oldali
sorszamamaval ( A k x n-es, B n x p-s). Az eredmény ekkor egy k x p-s matrix lesz:

éa,;
€,
&z

a,
A
é.. ..
€,

a o

a,b &y by b,u éc, ¢,
u u €
aZn l:lXé 1 b22 b2p U— éC21 C22
. ué.. a é.
ué ua é
aknlj g)nl bn2 bnp[':| éckl Ck2

Cip
Cop

Cop

[ ey ety e «?

a

Ahol a c,, elemet ugy kapjuk meg, mintha a bal oldali matrix x. sorvektorat 6sszeszoroz-
nank a jobb oldali matrix y. oszlopvektoraval.
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Specialis eset, amikor a bal oldali egy oszlopvektor, a jobb oldali egy sorvektor:
éa, U éa X ah .. ahu

e, u € u
<, ~a ax, .. ax -
?azlib{bl b2 bn]zg 2>¢).L 2 2 2 nl:|
e...u e ... ... u
é u é f
s nCI éan )bl a2 )bZ a'n )bno

Szintén specialis esete, amikor a jobb oldali matrix egy oszlopvektor:
@y A, - a0 & el
é

é U U u
g 8p .- Gy uxgozu:écza
é.. ... ... ..Uué.u é.u
é U u é. u
Qaq Ao - g g3n0 &0
éb, 0 €b, 0
u
x€20= a, a a, |[€2U=¢
la, a, .. a,] $il=c [a, a, ) $il=c,
U u
&, &,0
Matrix szorzasa konstanssal
A matrix minden elemét be kell szorzni a szorzé konstanssal.
éa, a, .. au &xay kX, .. kxa,u
é U u
kxéa21 Ap - aZnL’J:g()GZl kxay, .. k>G2na
é.. a0 é .. u
é U u
&g A, a4, 0 g(mkl kxa, .. k>xa,g

Matrix transzponaltja

A matrix transzponalasakor felcseréljuk a sorokat az oszlopokkal (masképpen: a féatléra
tiikr6zz(ik). Az A transzponaltat A'-vel jelljiik.

, T

edy 8, - AU

e u . N
g1 8p . @y €Ay 8y Ay ayu
~ - e u
e... U, 8y 8n2 8ma
e u — 2 p
éanl - N © W G g H
? - : lil éaln a2n ann arm a
€ u

A A amQ
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Egységmatrix

Egy olyan négyzetes matrix, melynek féatléjaban 1-k allnak, a tdbbi helyen 0-k.
¢l 0 0 .. Ou

é u
OlO...Ol,J

é
E=é0 0 1 .. 0Ou
e u
g0 0 0 .. 1y
Tulajdonsaga:
AXE=ExA =A

Matrix inverze

Az az A™ matrix, amellyel A —t beszorozva, jobbrél vagy balrél, egységmatrixot kapunk.
ATA=AAT=E

Az inverz szamitasara a determinansok fejezet utan térunk vissza.

Matrix rangja

Egy matrix rangja r, ha az oszlop- vagy sorvektorai kézul r db linearisan fuggetlen van.
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Determinans

&y By e
a a .o a
Jele: Det(A)=|"2 2n
a'kl a'k2 a'kn

Egy A matrix determinansa egy a matrixra jellemz6 szam amit a kdvetkez6 szabaly
alapjan szamitunk ki:

Ha a matrix 2x2-es:

ay ap

=a, Xa,, - a, xa,, azaz keresztbe szorzunk, és 6sszegzink a1 ai2
a21 a22

+ -

az abra szerinti el6jelekkel.
a1 az?

Ha a matrix 3x3-as:

a'22 a23

A,y Ay Ay = Ay
8y QAg

a; 8, a5 {
a3l a32 a33

a21 a22
+
o {aﬂ ay,

a21 a23
2 {aﬂ Ay

Ezt ugy mondjuk, hogy kifejtjik egy sorara.
El6szor a determinans egy sorat kivalasztjuk, esetunkben ez az elsé sor. Alkalmazzuk a
sakktabla szabalyt a kivalasztott sorra:

&, 4, a; +1 -1 + &, -3, a;
ay 8, ay« -1 +1 -1bja, a, a,

3 Qzp Qg +1 -1 + Ay a; Ay

Kivalasztjuk a sor elsé elemét, letakarjuk az elemet tartalmazo sort és oszlopot, a
fennmaradd 2x2-es részmatrix determinasat megszorozzuk az elsé elemmel:

all a22 a23

8y Ay

a22 a23 D all {
a3 g
Kivalasztjuk a sor kovetkezé elemét (nem feledkezink meg a sakktabla szabalyrdl),

letakarjuk az elemet tartalmazé sort és oszlopot, a fennmaradd 2x2-es részmatrix
determinasat megszorozzuk az elemmel:
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- ap,
ay, Ay p - a,;, {
a; Ay

a‘21 a‘23
a3l a‘33

Kivalasztjuk a sor kovetkezé elemét, letakarjuk az elemet tartalmazé sort és oszlopot, a
fennmaradé 2x2-es részmatrix determinasat megszorozzuk az elemmel:

Q3
a21 a22 p a13
A5 Ay

a21 a'22
85 Ay

Az igy kiszamitott 3 értéket 6sszegezve kapjuk meg a matrix determinansat.

A determinanst barmelyik sorra kifejthetjlk, csak a sakktabla szabaly szerinti eléjeleket
kell figyelembe venni a kivalasztott sorra.

Z“ :12 :“:_a {au o {aﬂ 2y {aﬂ 8y,

n e T T Play an P A ag

3 83 g

Z“ 212 213: &, A Ay ag &,

21 22 23| = g {azz A, as, {aﬂ Ay, Az {aﬂ a,

a3l a32 a33

Ha a matrix 4x4-es:

ap, a, a3 ay

a21 a22 a23 a24 —

Ay dp 8y dy

a41 a42 a43 a44
Ay Ay Gy Ay 8y 8y A 8y 8y A 8y Gy

= %8s Qg gyt A AAy Qg Qg TR XAy Ay Ay - Ay Xy d; Ag
a32 a43 a44 a31 a43 a44 a31 a42 a44 a31 a'42 a43

Most is egy sorara fejtjuk ki, csak letakarasok utan 3x3-as részmatrixok maradnak,
melyek mindegyikét az el6z6 pontban létott médon kell kiszamolni. A sakktabla szabalyt
itt is figyelembe kell venni a kivalasztott sornal!
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Néhany szabaly:
1. A determinans barmelyik sorara kifejthetd
2. A determinans értéke nem valtozik, ha barmelyik sorahoz hozzaadjuk egy masik
soranak konstansszorosat
3. Ha az A matrix sorai linearisan 6sszefugg6k, akkor Det(A) =0
4. Det(A) = Det(A") p a sorokra megallapitott szabalyok oszlopokra is
ervényesek
5. Ha az A matrix f6atl6ja alatt vagy felett csupa 0 all, akkor a determinansa a f6atlo
elemeinek szorzata:
Ay Q4 8y a, a; 0 0 0
0 a, a, a, &, a, 0 .. 0
0 0 ay &y T|Ay 8y Ay .. 0] =@, X, Xag X.a,
o o o .. a, a; a, az .. a,
6. Ha a determinans két sorat felcseréljuk, a determinans szozoédik —1-el.

A 2. és az 5. szabalyok felhasznalasaval a determinans kiszamitasasnak egy masik
modszere (bévebben lasd Gauss modszer):

a, a, ay,
Det ( A ) _[@x A &,
akl akZ akn

« a : - . .
Az els6 sort megszorozzuk —2t -vel majd hozzaadjuk a masodik sorhoz. A masodik
1

sor els6 eleme igy O.

Az els6 sort megszorozzuk_—a31 -vel majd hozzaadjuk a harmadik sorhoz. A
1
harmadik sor elsé eleme igy O.

« - a . i «
Az els6 sort megszorozzuk — -vel majd hozzaadjuk az n. sorhoz. Az n. sor elsé
1
eleme igy O.
a; ap Ayl Ay &y a,
Det(A) = A By e By 0 a, .. a,
a, a, .. a, 0 a, .. a,

. - a, . . .
Az masodik sort sort megszorozzuk —2- -vel majd hozzaadjuk a harmadik sorhoz. A
22

harmadik sor masodik eleme igy 0.
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Az masodik sort sort megszorozzukﬂ -vel majd hozzaadjuk a negyedik sorhoz. A

22
negyedik sor masodik eleme igy 0.

Az masodik sort sort megszorozzuk& -vel majd hozzaadjuk az n. sorhoz. Az n.
2

sor masodik eleme igy O.

a, a, .. a ; ap 8 .. a,

0 a, a, .. a,
a .. a I Il
Det(A) = A 8y =0 0 a' . a
4 a S
a'nl n2 nn O O an3.. ann..
Az harmadik sort sort megszorozzuk - a4”3" -vel majd hozzaadjuk a negyedik sorhoz.

3
Az negyedik sor harmadik eleme igy O.

Az n-1-dik sort sort megszorozzukL'l)m,-vel majd hozzaadjuk az n. sorhoz. Az
a
(n-1)(n-1)
n. sor n-1-dik eleme igy 0.

igy eldallitottunk egy olyan matrixot, amelyiknek a féatléja alatt csak 0-k allnak,
alkalmazhato6 az 5. szabaly.

Aldeterminans: az g; elem soranak és oszlopanak letakarasaval kapott maradékmatrix
determinansat hivjuk az a; elemhez tartoz6 aldeterminansnak.

Algebrai aldeterminans: az a; elemhez tarozo6 aldeterminanst megszorozzuk az a;
elemre vonatkoz6 sakktablaszaballyal. (-1-el, ha i+j paratlan; +1-el, ha i+ paros).
Jele: Aj;.

Matrix aldeterminans matrixa: Egy matrix elemeinek helyére beirjuk az algebrai
aldeterminansok értékét.
Pl. 3x3-as matrixra:

(:i' Ay Ay a, ax & ay U

e - u
é, a, au 6A, A, A, &2 %l P %ol B felg
S Up € _€ &, a5 &, a a; U
éa21 a,, azsu éAZl Azz Az3l:|_ e a, a, a, a, - a, a, u
@31 Az a33Q éA’:l A, A33[] ¢ ? ’ ! ° ' 2l1|

€ a, Qg ) a; Q3 a; &, u

e

e a, ay a, ay a, ay H

10
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élo 8 2.8 [2 90
€6 7 137 |3 Y

él 4 5u éA;, A, Asu © u é15 10 - 150

& 9 gip € q_¢& 4 ! LAi_e, g g0

& %P M M MegTelg o 3 7 T3 glTe i

8678 8 A Al g 1 1 4y 13 2 14
€19 2 2 94

Matrix adjungalt matrixa: az aldeterminans matrix transzponaltja:

A A Asll A Ay Aul
adi(A)=3A Ar Asg T Ar Agg
BA Ar Asfl BA: A A

Matrix inverzének kiszamitasa: kiszamitjuk a matrix adjungalt matrixat, majd

elosztjuk a matrix determinansaval.

Det(A)
& 4 5\
. _é G
P A=%2 9 8
B 6 74
1 4
det(A)=2 9 N P Tl PN
6 7 3 7 %73
367
o7 o7 sl
e - u
. .67 37 36/
?Ah A, A&su §4 1 1 u
P Ao Anize -y Qo7
em P %67 37 367
8A31 A32 A33g é4 1 140
€lo 2 2 9l
615 10 -15y é15 2 -13)
R 0 _é a
adi(A)=g2 -8 6 ;=510 -8 2
g13 2 1§ @15 6 1§

:

=1x5- 4X- 10)+5x- 15)=-20

€15 10 - 15y
é a
g13 2 1§

11

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com



http://www.fineprint.com

Linearis algebra— Vektorok, matrixok, determinans 12 BHM:02.06.13

é15 2 -13y

E.n ¢ € 1 13y
!0 "8 2y €3 "10 200
A_1_@15 6 18 ¢ 1 8 _13
- 20 & 2 20 10

el 6 1y

& 20 20 208

Matrix rangjanak meghatarozasa:

Ha a matrix nem négyzetes (n x n-es), felbdvitjuk négyzetessé 0-k bdl allé sorok
vagy oszlopok hozzaadasaval.

Ha az n x n-es matrix determinansa 0, akkor veszzuk az 6sszes (n-1)x(n-1) —es
részmatrixat, kiszamitjuk a determinansokat, ha 0-t6l kilénb6z6t talalunk leallunk.
Ha egyik (n-1)x(n-1) részmatrixnak sem 0-t6l kilonb6z6 a determinansa, akkor
megvizsgaljuk az 6sszes egyel kisebb (n-2)x(n-2)-es részmatrixot. A vizsgalt
részmatrix meretét addig csokkentjuk, amig az elsé 0-tél kilonb6zé determinansot
meg nem kapjuk. A matrix rangja enek a részmatrixnak a mérete.

Téglalapmatrixok esetén egy gyors kiindulépont lehet, hogy az n x m-es matrix rangja
maximun akkora lehet mind az (n,m) szamparbadl a kisebb.

L 4 5 3u

Pl.: Hatarozzuk meg az ;% 8 10 63 matrix rangjat.

83 5 8 2
Mivel a matrix 3x4-es ezért a rangja maximun 3 lehet.

A 3x3-as részmatrixok determinansai:

1 4 1 4 1 5 4 5
2 8 6=0 2 8 6=0 2 10 6=0 8 10 6=0
3 5 2 3 5 2 3 8 2 5 8 2

A 2x2-es részmatrixok determinansai:

1 4 4 5 5 1 5 1 4
=0 =0 =0 =0 =0 =0
2 8 8 1 10 21 2 8
1 4
=-7 STOP.
3 5

A matrix rangja 2, azaz két linearisan fluggetlen sora ill. oszlopa van. Ez kénnyen
ellenérizhetd, a 3. oszlop az elsé kett 6sszegébdl, a 4. a masodik és az els6
kulonbségébdl allithatd eld.

12
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