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Lineá ris egyenletrendszer: tö bb ismeretlent tartalmazó, ö sszetartozó egyenletek,
melyekben az ismeretlenek első hatvá nyon á llnak, csak konstansokkal vannak
szorozva.

Az egyenletrendszer megoldá sá nak nevezzü k a vá ltozók azon lehetséges
ö sszetartozó értékeit, amalyeket behelyettesítve az egyenletrendszer egyenleteibe,
azonossá got kapunk. A megoldá s lehet egy egyértelmű , végtelen sok, és nem létező.

Az egyenletrendszer homogén, ha az egyenletek jobb oldalá n 0-k á llnak. Ebben az
esetben a homgén egyenletrendszer triviá lis megoldá sá nak nevezzü k a vá ltozók
(x1, x2, x3, … ) = (0, 0, 0, … ) értékét, mert ez a homogén egyenletrendszernek mindig
megoldá sa lesz.

Egy egyenletrendszer homogenizá ltjá t kapjunk, ha a jobb oldalon az eredmények
helyére 0-kat írunk:
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Pl. 1.:
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Helyettesítsü k be az egyenletrendszerbe:
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 az (x,y) = (2.4, 1.3) szá mpá r megoldá s, tová bbá  mivel egy

konkrét megoldá st talá ltunk, egy egyértelmű megoldá s.

Pl. 2:
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⇒ a II.-ból: zyx 2−=

Behelyettesítve I.-be: ( ) 022 =−+− zyzy ⇒ zy 33 = ⇒ zy =

Behelyettesítve III.-ba: ( ) 0223 =−+− zzzz ⇒ 02 =− z ⇒ 0=z
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⇒ 0=y ⇒ 02 =−= zyx

Lá tható, hogy a fenti homogén egyenletnek csak a triviá lis megoldá s az egyértelmű
megoldá sa.

Pl. 3.:
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⇒ a II.-ból: zyx −−= 21

Behelyettesítve I.-be: ( ) 53212 =−+−− zyzy ⇒

532 =−− zy ⇒ zy 33 −−=
( ) zzzzyx 57332121 +=−−−⋅−=−−=

Helyettesítsü k be az egyenletrendszerbe:
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az (x,y) = (7+5z, -3-3z) szá mpá r

megoldá s. Mivel egyel kevesebb egyenletü nk volt ezért az egyik ismeretlent mint
paramétert tartalmazza. Ez a paraméter azonban a (-∞,∞) inervallumon bá rmilyen
értéket felvehet, az ahhoz az értékhez tartozó (x,y) szá mpá r megoldá s lesz.

A (-∞,∞) inervallumon z végtelen sok értéket felvehet, ezért ez végtelen sok
megoldá s, mivel egy szabadon vá lasztható paramétert tartalmaz, egy szabadsá gi
fokkal.

PL 4.:
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⇒ a II.-ból: wzxy −+−= 25

Behelyettesítve I.-be: ( ) 22523 =−−−+−+ wzwzxx ⇒

2310 =−+− wzx ⇒ wzx 38 −+=

( ) wzwzwzwzxy 511382525 +−−=−+−+−=−+−=

Helyettesítsü k be az egyenletrendszerbe:
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  az (x,y) = (8+z-3w, -11-z+5w)
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szá mpá r megoldá s. Mivel kettővel kevesebb egyenletü nk volt ezért két ismeretlent
mint paramétert tartalmaz. Ezek a paraméterek azonban a (-∞,∞) inervallumon
bá rmilyen értéket felvehetnek, az ahhoz az értékhez tartozó (x,y) szá mpá r megoldá s
lesz.
A (-∞,∞) inervallumon z végtelen sok értéket felvehet, tová bbá  w is végtelen sok
értéket felvehet, ezért ez is végtelen sok megoldá s, mivel két szabadon vá lasztható
paramétert tartalmaz, kettő  szabadsá gi fokkal.

Pl. 5:
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⇒ a II.-ból: zyx 2−=

Behelyettesítve I.-be: ( ) 022 =−+− zyzy ⇒ zy 33 = ⇒ zy =
Behelyettesítve III.-ba: ( ) 022 =++− zzzz ⇒ 00 =z  azonossá g, igaz minden z
érték mellett, ha y = z és x = y - 2z = -z. végtelen sok megoldá st kaptunk, egy
szabadsá gi fokkal.
Magyará zat: a III. egyenlet az I. és a II. ö sszegéből á lítódott elő, (azaz az
egyenletrendszer lineá risan összefüggő ) a III. egyenlet nem ad új informá ciót, így eggyel
kevesebb egyenletü nk van, mint ismeretlenü nk.
Megfigyelhető, hogy a fenti homogén egyenletrendszer végtelen sok megoldá sa
tartalmazza a triviá lis megoldá st is, hiszen z felveheti a 0 értéket is, ekkor x = y= 0.

Pl. 6:
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Behelyettesítve I.-be: ( ) 12223 =+−−+ zyyz ⇒ 1776 =−+ yz  ⇒ 
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Behelyettesítve III.-ba: 43
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405 =+ z ellentmondá s.

Ilyenkor az egyenletrendszernek nincs megoldá sa. Ennek oka, hogy az
egyeletrendszer egyenletei kö zö tt ellentmondá s van, pl esetü nkben a III. egyenlet bal
oldala a II. egyenlet bal oldalá nak 2-szerese és az I. egyenlet bal oldalá nak
ö sszegéből kapható meg, (a III. egyenlet bal oldala az I. é s a II. egynelet bal oldalainak lineá ris
kombiná ció ja) de a jobb oldalak kö zö tt ez nem á ll fenn ( 45221 ≠=⋅+ ).
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Az egyenletrendszer homogenizá ltja lineá risan ö sszefü ggő (mert a jobb oldalá n
csupa 0 á ll, ezért a teljes III. egyenlet előá llítható az I. és II.-ből), de maga az
egyenetrendszer lineá risan fü ggetlen, ez okozza az ellentmondá st.
Ha nem lenne belső ellentmodá s (pl a III. egyenlet így né zne ki: 5335 =−+ zyx ) akkor az
egyik egyenlet felesleges lenne, mert nem ad új informá ciót (a III. egyenlet az I. és a
II. egynelet lineá ris kombiná ciója lene), a 2.- 3. példá ban lá tott módon végtelen sok
megoldá st kapná nk

Ö sszefoglalva egy egyértelmű megoldá st akkor kapunk, ha pont annyi bal oldalá n
lineá risan fü ggetlen egyenletü nk (azaz ezeknek az egyenletek a homogenizá ltja is lineá risan
független) van, mint amennyi ismertelenü nk, a fennmaradó egyneletek pedig ezeknek
lineá ris kombiná ciói (mind a jobb, mind a bal oldalon; ekkor nem kapunk belső  ellentmondá st).

Végtelen sok megoldá st kapunk, n szabadsá gi fokkal, ha n-el kevesebb bal oldalá n
lineá risan fü ggetlen egyenletü nk (lá sd fenn) van, mint amennyi ismertelenü nk, a
fennmaradó egyneletek pedig ezeknek lineá ris kombiná ciói (mind a jobb, mind a bal oldalon;
ekkor nem kapunk belső  ellentmondá st).
Nincs megoldá sa az egyenletrendszernek, ha az egyenletrendszer homogenizá ltja
lineá risan ö sszfü ggő, de az egyenletrendszer nem az.

A fenti csoportosítá shoz az egyenletrendszer má trixalakjá ná l lá thatunk majd módszert.

Lényeges még,hogy ha az egyenletrendszer egy egyenletét konstanssal szorozzuk,
illetve ha két egyenletet ö sszeadunk vagy felcserélü nk, az egyenletrendszer megoldá sa
nem vá ltozik:
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Az egyenletrendszerek megoldá sá hoz alapvetően há rom módszert haszná lunk, a
Gauss módszert és az iverzmá trixos módszert és a Cramer szabá lyt.
Mindegyik módszer első lépése, hogy az egyenleteket úgy rendezi á t, hogy azonos
vá ltozók kerü ljenek egy oszlopba:
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Gauss mó dszer
A Gauss módszer lényege, hogy az egyes egyenletekhez hozzá adjuk egymá s utá n a
tö bbi egyenlet konstanszorosá t úgy, hogy végü l a főá tlón kívü l csak 0 elemek á lljanak.
Az 1. egyenlettel a tö bbi (2, 3 … ) egyenelet 1. elemét, a 2. egyenlettel a tö bbi (1, 3, 4,
… ) egyenlet 2. elemét, a 3. egyenlettel a tö bbi (1, 2, 4, … ) egyenlet 3. elemét, az n.
egyenlettel a tö bbi (1, 2, 3, … n-1, n+1, … ) egyenlet n. elemét lehet kinullá zni.
Engedélyezett tová bbá  az egyenletek felcserélése is. Példá n keresztü l lehet a
legjobban bemutatni:
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Oldjuk meg pl a kö vetkező egyenletrendszert:
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Előszö r nullá zzuk a II. egyenlet 1. elemét az I. egyenlet konstansszorosá nak
kivoná sá val!
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Nullá zzuk a III. egyenlet 1. elemét az I. egyenlet konstansszorosá nak kivoná sá val!
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Az egyenletrendszer most:
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Nullá zzuk a III. egyenlet 2. elemét az II. egyenlet konstansszorosá nak kivoná sá val!
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Az egyenletrendszer most:
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Nullá zzuk a II. egyenlet 3. elemét a III. egyenlet konstansszorosá nak kivoná sá val!
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Nullá zzuk a I. egyenlet 3. elemét a III. egyenlet konstansszorosá nak kivoná sá val!
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Az egyenletrendszer most:
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Nullá zzuk az I. egyenlet 2. elemét a II. egyenlet konstansszorosá nak kivoná sá val!
Kiindulá s:

( )
( )

??0?

)00
3

100(
4
3023

.
.

2

21

=

=+−⋅−

=++

⋅− xc

xx

IIc
I

⇒

10
6

3
102

0
3
102

22

22

−=

−
⋅=

=
−

⋅−

c

xcx

xcx

4
3003

)00
3

100(
10

6
4
3023

1

2

21

=++

=+−⋅
−

−

=++

x

x

xx

Az egyenletrendszer most:
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Ebből má r meghatá rozható a megoldá s:
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Ha a 3. lépésnél, amikor a 3. egyenletre kijö tt a 0020 2 =+− x  eredmény,
észrevesszü k, hogy a 3. sort felcserélve a 2. sorral az az á ltalunk kívá nt formá ban
lesz, jópá r szá mitá st megspórolhattunk volna, most csak azért nem tettü k meg, hogy
a Gauss módszert szemléletesebben lehessen bemutatni.
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Egyenletrendszer má trixalakja

Az egyenletrendszert má trixalakba hozható, ha az oszlopaiban egymá s alatt azonos
ismeretlenek á llnak. Ha nem így van, rendezzü k á t az egyenletet.
Ezutá n az egyenletrendszer felírható A x = b alakban, ahol az A má trix elemei az
egyenletrendszer konstansai a lá tható elrendezésben, az x oszlopvektor az
egyenletrendszer ismeretlenjei balról jobbra leolvasá si sorrendben, a b oszlopvektor
az egyenletrendszer jobb oldalá n á lló konstansok. Pl:
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A má trixszorzá s szabá lyá t alkalmazva visszaszorozva az eredeti egyenletrendszert
kapjuk.

Az egyenletrendszer bővített má trixá nak nevezzü k azt a má trixot, amelyben az A
má trix oszlopai mellé felvesszü k az eredmények oszlopá t:
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Ennek a má trixnak segítségével lehet meghatá rozni az egyenletrendszer
megoldá sainak jellegét.
Ha pl. az A má trix rangja kisebb mint a bővített má trix rangja (a bő vített má trix lineá risan
független sorainak szá ma nagyobb mint az A má trixnak, azaz az egyenletrendszer bal oldalá n van
legalá bb egy egyenlet, amelyik a többi lineá ris kombiná ció já bó l elő á llítható , de a jobb oldalra ez nem
igaz) akkor az egyenletrendszerben ellentmodá s van (lá sd 6. példa)

Az egyenletrendszernek akkor van egy egyértelmű  megoldá sa, ha az A má trix rangja
megegyezik az ismertetlenek szá má val és a bővített má trix rangjá val.

Az egyenletrendszernek n szabadsá gfokú végtelen sok megoldá sa van, ha az A
má trix rangja megegyezik a bővített má trix rangjá val, de n-el kisebb az ismeretlenek
szá má ná l.

Má trixrang szá mítá s a Má trixok-Determiná ns fejezetben talá lható  meg.
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Egyenletrerndszer megoldá sa inverzmá trix segítségével

Szorozzuk be az A x = b má trixegyenlet mindkét oldalá t bal oldalról a má trix
inverzével (A-1-vel):

A-1 A x = A-1 b

E x = A-1 b

x = A-1 b

Az inverz csak akkor létezik, ha az A má trix determiná nsa nem 0 (a homogenizá lt
egyenletrendszer lineá risan független), ezért legelőszö r ezt célszerű  kiszá mítani. Ezzel a
módszerrel ezért vagy egyértelmű  megoldá st kaphatunk, a végtelen sok megoldá s
van vagy nincs megoldá s ennél a módszernél nem kü lö nü l el, ekkor nincs megoldá s.

A fenti példá ná l:
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Egyenletrendszer megoldá sa Cramer szabá llyal

A Cramer szabá ly szerint az egyes vá ltozókat megkaphatjuk az ( )Adet
i

i
Dx =  szabá ly

segítségével, ahol xi az i. vá ltozó (az x oszlopvektor i. eleme), Di az ún módosított
determiná ns, amit úgy kapunk meg, hogy az A má trix i. oszlopá ba beírjuk a b
eredményvektort.
Mivel a nevezőben az A má trix determiná nsa á ll, csak akkor tudjuk ezzel a módszerrel
megoldani, ha az A má trix determiná nsa nem 0 (a homogenizá lt egyenletrendszer lineá risan
független), ezért legelőszö r ezt célszerű  kiszá mítani. Ezzel a módszerrel is ezért vagy
egyértelmű  megoldá st kaphatunk, a végtelen sok megoldá s van vagy nincs megoldá s
ennél a módszernél sem kü lö nü l el, ekkor nincs megoldá s.
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