Linedris algebra - Egyenletrendszerek 1 BHM:02.06.13

Linearis egyenletrendszer: tobb ismeretlent tartalmazd, 6sszetartozo egyenletek,
melyekben az ismeretlenek elsé hatvanyon allnak, csak konstansokkal vannak
szorozva.

Az egyenletrendszer megoldasanak nevezzik a valtozék azon lehetséges
Osszetartozo értékeit, amalyeket behelyettesitve az egyenletrendszer egyenleteibe,
azonossagot kapunk. A megoldas lehet egy egyértelmd, végtelen sok, és nem létezd.

Az egyenletrendszer homogén, ha az egyenletek jobb oldalan 0-k allnak. Ebben az
esetben a homgeén egyenletrendszer trividlis megoldasanak nevezzik a valtozok
(X1, X2, X3, ...) = (0, 0, O, ...) értékeét, mert ez a homogén egyenletrendszernek mindig
megoldasa lesz.

Egy egyenletrendszer homogenizaltjat kapjunk, ha a jobb oldalon az eredmények
helyére 0-kat irunk:

[.:13x- 4y = 2 [.:i3x- 4y = 0

i p homogenizalas p i
N.:y x+ 2y = 5 ;3 x+ 2y = 0

Pl 1.:

[.:13x- 4y =

% Y P all.-bol: x=5-2y
l.:y x+ 2y =

. 13
Behelyettesitve I.-be:  3(5- 2y)- 4y=2 b 15-10y=2 b y:E:1.3
x=5-2y=5- 232%:2.4
10 10

Helyettesitstk be az egyenletrendszerbe:

13ed- A3 =2 xy) = (2.4, 1.3) szampar megoldas, tovabba mivel e
It 24+ 23 = 5o v TESE Parmegoras ¥

konkrét megoldast talaltunk, egy egyértelmii megoldas.

Pl. 2:
l.:ix+ 2y- z =0
. : I X- y+ 2z = 0 b all-bdél: x=y-2z
.:43x+ y- z =0

Behelyettesitve I.-be:  (y- 2z)+2y- z=0 b 3y=3z b y=z

Behelyettesitve Ill.-ba: 3(z- 2z)+2z- z=0b -2z=0 = z=0
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p y=0 b Xx=y-2z=0

Lathato, hogy a fenti homogén egyenletnek csak a trivialis megoldas az egyeértelmi
megoldasa.

Pl. 3.:

l.:i2x+ 3y- z =

| P all.-bdl: x=1-2y-z
.:7 x+ 2y+ z

Behelyettesitve I.-be:  2(1- 2y- z)+3y- z=5 b

2-y-32=5 P y=-3-3z
x=1- 2y- z=1- 2X- 3- 32)- z=7+5z
Helyettesitstk be az egyenletrendszerbe:

1.:12(7+52)+ 3(-3-32)- z =
ok 74524 2(3-37)+ 2z = 1
megoldas. Mivel egyel kevesebb egyenletunk volt ezért az egyik ismeretlent mint

paramétert tartalmazza. Ez a paraméter azonban a (-¥ ,¥) inervallumon barmilyen
értéket felvehet, az ahhoz az értékhez tartozo (x,y) szampar megoldas lesz.

az (x,y) = (7+5z, -3-3z) szampar

A (-¥,¥) inervallumon z végtelen sok értéket felvehet, ezért ez végtelen sok
megoldas, mivel egy szabadon valaszthatd paramétert tartalmaz, egy szabadsagi
fokkal.

PL4.:

l.:13x+ 2y- z- w

| P all.-bol: y=5-2x+z-w
N.:72x+ y- z+ w

Behelyettesitve I.-be:  3x+2(5- 2x+z- w)- z- w=2 b

10- x+z- 3w=2 p X=8+2z- 3w
y=5-2x+z- w=5- 2(8+ Z- 3W)+ z- w=-11- z+5w
Helyettesitstk be az egyenletrendszerbe:

I.:‘!3(8+z-3w)+ 2(-11- z+5w)- z- W =

2
az (x,y) = (8+z-3w, -11-z+5w
II.:%2(8+Z-3W)+ ( 11- z+5w)- z+ w = 5 Goy) = ( )
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szampar megoldas. Mivel kettével kevesebb egyenletunk volt ezért két ismeretlent
mint paramétert tartalmaz. Ezek a paraméterek azonban a (-¥ ,¥) inervallumon
barmilyen értéket felvehetnek, az ahhoz az értékhez tartozé (x,y) szampar megoldas
lesz.

A (-¥ ¥) inervallumon z végtelen sok értéket felvehet, tovabba w is végtelen sok
értéket felvehet, ezért ez is végtelen sok megoldas, mivel két szabadon valaszthato
paramétert tartalmaz, ketté szabadsagi fokkal.

Pl. 5:

l.oix+ 2y- z =0
II.:%x- y+ 2z = 0 b all.-bél: x=y-2z
l.:42x+ y+ z =0

Behelyettesitve I.-be:  (y- 2z)+2y- z=0 b 3y=3z b y=z
Behelyettesitve lll.-ba: 2(2- 22)+ z+z=0 b 0z =0 azonossag, igaz minden z

érték mellett, hay =z és x =y - 2z = -z. végtelen sok megoldast kaptunk, egy
szabadsagi fokkal.

Magyarazat: a lll. egyenlet az I. és a Il. 6sszegébdl alitédott eld, (azaz az
egyenletrendszer linearisan dsszefiiggs) a lll. egyenlet nem ad Uj informaciot, igy eggyel
kevesebb egyenletink van, mint ismeretlenlnk.

Medgfigyelhetd, hogy a fenti homogén egyenletrendszer végtelen sok megoldasa
tartalmazza a trivialis megoldast is, hiszen z felveheti a 0 értéket is, ekkor x = y= 0.

Pl. 6:

l.:13x- y +z =1

;b x+ 2y- 2z = 2 b all-bdl: x=2+2z- 2y
II.:¥5X+ y- 3z = 4

Behelyettesitve I.-be:  3(2+2z- 2y)- y+z=1 b 6+72- Ty=1b y= 5+77z

SH725 o5+ 77

Behelyettesitve lll.-ba: 582 +2z- 2 375 3z=4
e 2

50 15

10+10z - -10z+—"+3z-3z=4
7 7

5+0z=4 ellentmondas.

llyenkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa. Ennek oka, hogy az
egyeletrendszer egyenletei kdzott ellentmondas van, pl esetlinkben a lll. egyenlet bal
oldala a Il. egyenlet bal oldalanak 2-szerese és az I. egyenlet bal oldalanak
0sszegébdl kaphaté meg, (a lll. egyenlet bal oldala az 1. és a Il. egynelet bal oldalainak linearis
kombinécisja) de a jobb oldalak k6zott ez nem all fenn (1+2xX2 =51 4),
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Az egyenletrendszer homogenizaltja linearisan dsszefuggé (mert a jobb oldalan
csupa 0 all, ezért a teljes Ill. egyenlet el6allithatd az 1. és I1.-bél), de maga az
egyenetrendszer linearisan fuggetlen, ez okozza az ellentmondast.

Ha nem lenne belsé ellentmodas (pl a Ill. egyenlet igy nézne ki: 5x + 3y - 3z=5) akkor az

egyik egyenlet felesleges lenne, mert nem ad Uj informaciot (a lll. egyenlet az |. és a
Il. egynelet linearis kombinacioja lene), a 2.- 3. példaban latott médon végtelen sok
megoldast kapnank

Osszefoglalva egy egyértelmii megoldast akkor kapunk, ha pont annyi bal oldalan
linearisan fuggetlen egyenletink (azaz ezeknek az egyenletek a homogenizaltja is linedrisan
fiiggetlen) van, mint amennyi ismertelentink, a fennmaradé egyneletek pedig ezeknek
linearis kombinacioi (mind a jobb, mind a bal oldalon; ekkor nem kapunk belsé ellentmondast).

Végtelen sok megoldast kapunk, n szabadsagi fokkal, ha n-el kevesebb bal oldalan
linearisan fuggetlen egyenletink (lasd fenn) van, mint amennyi ismertelentnk, a
fennmaradé egyneletek pedig ezeknek linearis kombinacidi (mind a jobb, mind a bal oldalon;
ekkor nem kapunk belsé ellentmondast).

Nincs megoldasa az egyenletrendszernek, ha az egyenletrendszer homogenizaltja
linearisan 6sszfliggd, de az egyenletrendszer nem az.

A fenti csoportositashoz az egyenletrendszer matrixalakjanal lathatunk majd modszert.

Lényeges még,hogy ha az egyenletrendszer egy egyenletét konstanssal szorozzuk,
illetve ha két egyenletet 6sszeadunk vagy felcserélink, az egyenletrendszer megoldasa
nem valtozik:

- 4y = 2 3x- 4y = 2 X+ 2y =5 4x- 2y =
X+ 2y =5 2x+ 4y = 10 3x- 4y = 2 3X- 4y =
(x,¥)=(2.4, 1.3) (x,¥)=(2.4, 1.3) (x,¥)=(2.4, 1.3) (x,¥)=(2.4, 1.3)

;(I.:I.+II.)

Az egyenletrendszerek megoldasahoz alapvetéen harom modszert hasznalunk, a
Gauss modszert és az iverzmatrixos modszert és a Cramer szabalyt.

Mindegyik modszer elsé |épése, hogy az egyenleteket ugy rendezi at, hogy azonos
valtozok keruljenek egy oszlopba:

3x- 2y+ 5z = 2 3X- 2y+ 5z = 2
-2z+ 3y- 4x =1 p -4x+ 3y- 2z = 1
y+ 2z- x = 3 - X+ y+ 2z = 3

Gauss médszer
A Gauss moédszer Iényege, hogy az egyes egyenletekhez hozzaadjuk egymas utan a
tobbi egyenlet konstanszorosat ugy, hogy végul a féatlon kival csak 0 elemek alljanak.
Az 1. egyenlettel a tobbi (2, 3 ...) egyenelet 1. elemét, a 2. egyenlettel a tébbi (1, 3, 4,
...) egyenlet 2. elemét, a 3. egyenlettel a tobbi (1, 2, 4, ...) egyenlet 3. elemét, az n.
egyenlettel a tébbi (1, 2, 3, ...n-1, n+1, ...) egyenlet n. elemét lehet kinullazni.
Engedélyezett tovabba az egyenletek felcserélése is. Példan keresztil lehet a
legjobban bemutatni:
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Oldjuk meg pl a kovetkezé egyenletrendszert:

loi3x, +2x, +x; =1
||.Z%5X1 +3X;, = 2
ll.:49x, +4x, +3x, = 3
El6szor nullazzuk a 1l. egyenlet 1. elemét az I. egyenlet konstansszorosanak
kivonasaval!
Kiindulas:
(1) 5x, +0 +3x, = 2 5x, - €X3x, =0
-cXl.) -cx 3x, +2x, +x, = 1) b 5x, = C 33X,
0 ? ? = ? 5
c=—
3
5, +0 +3x, = 2
-gx( 33X  +2x, +X, =1
10 4 _ 1
0 -—X, +=X%X; = =
3 3 3
Nullazzuk a lll. egyenlet 1. elemét az I. egyenlet konstansszorosanak kivonasaval!
Kiindulas:
(m.) Ox, +4x, +3x, = 3 9x, - ¢x3x, =0
-cXl.) -cX 3x, +2x, +x, = 1) b 9x, = ¢ x3X,
0 ? ? = ? c=3

1
w

Ox, +4x, +3X,
-3 3, +2x, +X, =1

0O -2x, +0 =0
Az egyenletrendszer most:

|- 13X +2X, +X = 1
I 10 4 _ 1
. -—X, t=X; = =
i 3 3 3
III.:T - 2X, = 0
Nullazzuk a lll. egyenlet 2. elemét az Il. egyenlet konstansszorosanak kivonasaval!
Kiindulas:
- 2X, - c><£x2 =0
0 -2x, +0 = 0 (||| ) 3
10 4 1 - 10
-cx O S toX T :—3) (1) = S 2 =0 0
? 0 ? = ? 6 3

c=—_=—_
10 5
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0 -2x, +0 = 0
3 10 4 1
- 0 -—Xx, +-%X = =
5 3’ 3° 3
0 - ﬂx3 - .1
5 5
Az egyenletrendszer most:
i
.- 13x,  +2%, +X%, = 1
| 10 4 1
. -—X, t=X; = =
i 3 3 3
[. :.I. 4 1
& - *X -
t 5°° 5
Nullazzuk a Il. egyenlet 3. elemét a lll. egyenlet konstansszorosanak kivonasaval!
Kiindulas:
10 4 1 4 "4 -
0 -—X, +_-%X, = = X Cx X =0
) A it
-eXlll.) -ex 0 0 -2x = -= b TX = Cx X
{I11) - e 2% = o) 3% O %
? ? 0 = ? 5
c=-—
3
10 4 1
0 -—X +-X = =
3 3 3
-5 4 1
- 0 0 - =X, = - =
3 ¢ =% c)
- @xz 0 = 0
3
Nullazzuk a I. egyenlet 3. elemét a lll. egyenlet konstansszorosanak kivonasaval!
Kiindulas:
-4
X;- Cx— X%, =0
(1) 3 *+2x, +x = 1 S)
-cq{lll.) -cX 0 O -;‘x3 = -é) = X, = CX— X,
? ? 0 = ? 5
c=-—
4
33X +2x, +x;, = 1
-5 4 1
- 0 0 -=%x = -=
il 5 =)
3
3%, +2x 0 = =
% 2 4
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Az egyenletrendszer most:

| _ 3
- i 33X,  +2x, =
. - Ex2 = 0
g 3
M.:. 4 1
! - =X, = - =
1 5 5
Nullazzuk az I. egyenlet 2. elemét a Il. egyenlet konstansszorosanak kivonasaval!
Kiindulas:
- 10
3 +2x, +0 = o 2% - Cx— =X, =0
(1) ' ? 4 3
-cXll.) -cx 0 - 1§x2 +0 = 00 b 2x2:c><%x2
? 0 ? = ? 6
c=-—
10
3, +2x, +0 = 2
-6 10
- 0 -—x, +0 = 0
10X 3 % )
3x +0 +0 = 3
4
Az egyenletrendszer most:
i _ 3
5] > "
. - Ex2 = 0
g 3
M.:. 4 1
! - =X, = - =
1 5 5
equ Ehl
Ebbdl mar meghatarozhaté a megoldas: ‘?ngz a0y
ax g €ld
ecd £

Ha a 3. Iépésnél, amikor a 3. egyenletre kijott a 0- 2x, +0=0 eredmény,
észrevesszuk, hogy a 3. sort felcserélve a 2. sorral az az altalunk kivant formaban
lesz, jopar szamitast megspoérolhattunk volna, most csak azért nem tettiik meg, hogy
a Gauss modszert szemléletesebben lehessen bemutatni.
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Egyenletrendszer matrixalakja

Az egyenletrendszert matrixalakba hozhat6, ha az oszlopaiban egymas alatt azonos
ismeretlenek allnak. Ha nem igy van, rendezzik at az egyenletet.

Ezutan az egyenletrendszer felirhatd A x = b alakban, ahol az A matrix elemei az
egyenletrendszer konstansai a lathato elrendezésben, az x oszlopvektor az
egyenletrendszer ismeretlenjei balrdl jobbra leolvasasi sorrendben, a b oszlopvektor
az egyenletrendszer jobb oldalan allé konstansok. PI:

loi3% +2x, +x, = 1 6 2 luéxu élu
N _ & 18, U_ &0
1. 5% +3x, = 2 S 0 3&%29—%
1.:49x, +4x, +3x, = 3 O 4 FPexh &4
A X b

A matrixszorzas szabalyat alkalmazva visszaszorozva az eredeti egyenletrendszert
kapjuk.

Az egyenletrendszer bdvitett matrixanak nevezzuk azt a matrixot, amelyben az A
matrix oszlopai mellé felvesszik az eredmeények oszlopat:

é u
§3 2 19
& 0 320
9 4 33
e A bu

Ennek a matrixnak segitségével lehet meghatarozni az egyenletrendszer
megoldasainak jellegét.
Ha pl. az A matrix rangja kisebb mint a bévitett matrix rangja (a bévitett matrix linearisan

fliggetlen sorainak szama nagyobb mint az A matrixnak, azaz az egyenletrendszer bal oldalan van
legalabb egy egyenlet, amelyik a tébbi linearis kombinaciséjabdl eldallithaté, de a jobb oldalra ez nem

igaz) akkor az egyenletrendszerben ellentmodas van (lasd 6. példa)

Az egyenletrendszernek akkor van egy egyértelmi megoldasa, ha az A matrix rangja
megegyezik az ismertetlenek szamaval és a bévitett matrix rangjaval.

Az egyenletrendszernek n szabadsagfoku végtelen sok megoldasa van, ha az A
matrix rangja megegyezik a bévitett matrix rangjaval, de n-el kisebb az ismeretlenek
szamanal.

Matrixrang szamitas a Matrixok-Determinans fejezetben talalhaté meg.
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Egyenletrerndszer megoldasa inverzmatrix segitségével

Szorozzuk be az A x = b matrixegyenlet mindkét oldalat bal oldalrél a matrix
inverzével (A™-vel):

A*Ax=A"b
Ex=A'Db
x=A'b

Az inverz csak akkor létezik, ha az A matrix determinansa nem O (a homogenizalt
egyenletrendszer lineérisan fiiggetlen), ezért legel6szor ezt célszerl kiszamitani. Ezzel a
modszerrel ezért vagy egyértelmi megoldast kaphatunk, a végtelen sok megoldas
van vagy nincs megoldas ennél a modszernél nem kilénal el, ekkor nincs megoldas.

A fenti példanal:
é3 2 1y

; ; 0 5 5 0
A=%5 0 3! det(A) = -27 T+ =8
ot wwf Lol
© 4 3
7 \T
PRI
e B u
gl4 93 P44 s12 12 2200 €12 -2 6y
aifa)=8 > 0 3t 3 A0 e, 5 g€ o 40
e u a - - o a8 -
S 3j 3 2 g o6 4 -10g e20 6 109
&0 5 5 04

é a
Al= = g2 o .1
det(A) 8 & 8 20
e20 6 104
g8 8 8§
€12 1 60 12,01 .60
éx, Ul €8 4 8Ygy € 8 4 gu el/u
i €12 10s4 € 12 ~10 &4y
X = ex2 =Ah=e" 0 -Zpi=elxT+ 2>‘O+3>Fu a0y
“ &8 2g¢Y a 8 2
&0 620 6 105 8% g 20, 2><§+3'10u el a
g8 8 84 g 8 8 8 H
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Egyenletrendszer megoldasa Cramer szaballyal

A Cramer szabaly szerint az egyes valtozokat megkaphatjuk az x, = detF)(iA) szabaly

segitségével, ahol x; az i. valtozé (az x oszlopvektor i. eleme), D; az un médositott
determinans, amit ugy kapunk meg, hogy az A matrix i. oszlopaba beirjuk a b
eredményvektort.

Mivel a nevezdben az A matrix determinansa all, csak akkor tudjuk ezzel a modszerrel
megoldani, ha az A matrix determinansa nem O (a homogenizalt egyenletrendszer linearisan
fiiggetlen), ezért legel6szor ezt célszerl kiszamitani. Ezzel a modszerrel is ezért vagy
egyértelmld megoldast kaphatunk, a végtelen sok megoldas van vagy nincs megoldas
ennél a modszernél sem kulonudl el, ekkor nincs megoldas.

1o exu elu
Ismét a fenti példanal:

BOUP B
> ODN

Lg(Z
uggu
39963

X

1 2
2 0
3 4 Bd 2 3 0ud
X1: _} 1%0 33_ 292 33+1§ 9::1)(2:1
8 8%® Y B 3 4y 8 4
3 1
5 2
9 3 ®é 5 3 200
X, = :1>§392 33-195 ﬂ+1§ =10=-0
8 8%Y®B 3P ® 3 3ty 8
3 21
5 0 2
9 4 X 2 2 Ouod
X, = :}3§0ue5u§5u1x2_}
8 8 @311 45 8 4
10
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