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Vegyük a kö vetkező  igazsá gtá blá val rendelkező  F logikai függvényt:

n C B A F F mintermek maxtermek
0 0 0 0 1 0 1=⋅⋅ ABC 0=++ ABC
1 0 0 1 1 0 1=⋅⋅ ABC 0=++ ABC
2 0 1 0 0 1 1=⋅⋅ ABC 0=++ ABC
3 0 1 1 0 1 1=⋅⋅ ABC 0=++ ABC
4 1 0 0 1 0 1=⋅⋅ ABC 0=++ ABC
5 1 0 1 0 1 1=⋅⋅ ABC 0=++ ABC
6 1 1 0 1 0 1=⋅⋅ ABC 0=++ ABC
7 1 1 1 0 1 1=⋅⋅ ABC 0=++ ABC

Az n a CBA á ltal meghatá rozott biná ris szá m decimá lis értéke (A legmagasabb helyiérték C, a
legalacsonyabb A; n = A20 + B21 + C22 +… )
A CBA vá ltozókkal a hetedik oszlopban kiírt logikai kapcsolatokat megvizsgá lva
megá llapíthatjuk, hogy mindegyik csak akkor ad logikai „1”-t, ha az ö  sorá nak megfelelő
CBA értékvariá ció á ll elő , egyébként logikai „0”. Ezért ezeket a há rom vá tozó elemi logikai
AND függvényeinek, má snéven AND-termeknek vagy mintermeknek nevezik.
A termek segítségével elő á llítható F függvény is:

ABCABCABCABCF ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=  Ez az ún kanonikus diszjunktív alak. Ebben az
alakban az egyes mintermek OR kapcsolatával adjuk meg a logikai függvényt.
A termeket felhaszná lva tetsző leges logikai függvény elő á llítható a logikai „AND”, „OR”,
„NOT” művelet segírségével, így elvileg a fenti műveleteket elvégző  á ramkö rö kkel a
függvény realizá lható.
F realizá lá sá hoz így (a NOT műveleteket nem szá molva) 8db AND és 3db OR (ö sszesen 11)
műveletet kell elvégezni. Lehet ennél kevesebb is? Egyszerűsítsünk.
Algerailag:

( ) ( ) ACBCBBACAABCABCABCABCABCF ⋅+⋅=+⋅⋅++⋅⋅=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=
Ez az ún. legegyszerűbb kanonikus diszjunktív alak.
Így má r csak 2db AND és 1db OR műveletet kell elvégezni.
Most még az algebrai módszer egyszerű volt, de bonyolultabb függvényeknél nem biztos,
hogy egyértelműen lá tszik, mit mivel kell ö sszevonni (az elő ző  példá ban is lehet úgy
ö sszvonni, hogy az eredmény bonyolultabb legyen). Ennek megkö nnyítésére alkalmazzá k a
Karanaugh tá blá s egyserűsítést. Az F függvény Karanaugh tá blá ja a kö vetkező képpen néz ki:
A Karanaugh tá blá ban minden egyes termnek (minden CBA
variá ciónak) megfelel egy cella. Az A=1 nek az A-val jelö lt oszlop
felel meg, a B=1-nek a B-vel jelö lt két sor, C=1-nek a C-vel jelö lt
két sor felel meg (ezt most kö nnyítésként a cellá k há ttere is jelzi).
A jobb alsó sarokban a CBA variá ciónak megfelelő  n érték adja a
cella sorszá má t. A cellá k úgy vannak elrendezve, hogy
függő legesen, vagy vízszintesen szomszédos cellá ba csak egy
vá ltozó megvá ltoztatá sá val kelljen lépni. Ez igaz akkor is, ha a
vá ltozókat nem a feltüntetett sorrendben vesszük fel, csak ekkor a
cellá k sorszá mozá sa megvá ltozik.
Az n sorszá mú cellá ba „1”-t írunk, ha F értéke az n. CBA variá ció
esetén 1, egyébként „0”-t.
Ha függő legesen, vagy vízszintesen szomszédos cellá ban „1”-t talá lunk, akkor tudhatjuk,
hogy az egyik és csak az egyik vá ltozó megvá ltozá sa ellenére az „1” maradt, így a két
szomszédos „1” attól a vá ltozótól függetlenül á ll elő . Pl. a 6. és a 4. cellá ban mindkét esetben
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A= „0” és C= „1”, de B a két cellá ban nem egyezik meg. Így, ha a 6. és a 4. cellá t egy
egységként kezeljük, akkor az független B-tő l. Tehá t a 6. és a 4. cellá ra:

ACFABCABCF ⋅=⇒⋅⋅+⋅⋅= 4,64,6

Ugyanígy a 0. és 1. cellá kra:
BCFABCABCF ⋅=⇒⋅⋅+⋅⋅= 1,01,0

Itt má r nem algebrai egyszerűsítéseket kellett keresni, hanem egy á brá n szomszédos elemeket,
ami lényegesen á ttekinthető bb. Az ö sszevoná st a kö vetkező képpen jelö ljük:

A Karnaugh tá blá ban a tá bla pá rhuzamos szélei mentén lévő  elemek is szomszédosnak
tekinthető k (mintha kivá gva ö sszeragasztaná nk hengerré vagy a függő leges, vagy a vízszintes
élei mentén), így a fenti á brá n lá tható ö sszevoná s is lehetséges. Má s kérdés, hogy most semmi
szükség rá , hiszen az eredeti két ö sszevoná ssal minden „1” értékű cellá t megadtunk (F6,4 és
F0,1 a teljes F függvényt megadja.) Néhá ny lehetséges ö sszevoná s:

Itt ABCABCABCABCF ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=  (11 művelet)
Itt a 2 termet mindhá rom ö sszevoná shoz fel kellett haszná lnunk.
Egyszerűsítés utá n:

ABBCACF ⋅+⋅+⋅=  (5 művelet) (legegyszerűbb kanonikus
diszjunktív alak)
Ha egy termet tö bbszö rö sen haszná lunk fel, a függvény tová bb
egyszerűsíthető . Itt:

( ) ABBACF ⋅++⋅=  (4 művelet) (minimál alak)
Tehá t a minimá l alak és a legegyszerűbb kanonikus diszjunktív
alak nem minden eset egyezik meg. (Mert az utóbbit kö ti a
diszjunktív alak formai elő írá sa: mintermek OR kapcsolata)

A Karnaugh tá blá n a kettő s ö sszevoná sok is ö sszevonhatók, ha egy sorban vagy egy
oszlopban vannak:

ABCABC
ABCABCABCF

⋅⋅+⋅⋅+

+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

Ebbő l:
BCAF ⋅+=

A jobb oldali:

ABCABC
ABCABCABCF

⋅⋅+⋅⋅+

+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

ACBF ⋅+=
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Az egyszerűsítéseket sokszor nem diszjunkt alakban kö nnyebb elvégezni. A má sik lehető ség
az ún. kanonikus konjunktív alak. Ezt a legelső  példafüggvényre megkaphatjuk, ha a F
negá ltjá ra írjuk fel a kanonikus diszjunkt alakot:

ABCABCABCABCF ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=
Ebbő l:

( )ABCABCABCABCFF ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==
Felhaszná lva a De-Morgan azonossá gokat:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )ABCABCABCABC

ABCABCABCABCFF
++⋅++⋅++⋅++=

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅==
 Ez a kanonikus konjunktív alak.

Az ebben az alakban szerplő  elemi logikai függvényeket a há rom vá tozó elemi logikai OR
függvényeinek, vagy OR-termnek, vagy maxtermnek hívjá k. Ezeknek jellegzetessége, hogy a
logikai “0”-értéket csak egyetlen CBA variá ció esetén adnak, egybként értékük “1”. A
tá blá zatban fel van tüntetve, hogy melyik maxterm melyik CBA variá cióra á llítja elő  a
logokai ”0”-t.
A kanonikus konjunktív alakot is lehet egyszerűsíteni. Annyiban külö nbö zik a kanonikus
diszjunkt alak egyszerűsítésétő l, hogy a Karnaugh tá blá ban nem a szomszédos “1”-ket, hanem
a szomszédos “0”-kat kell ö sszevonni a fenn megismert módon. Ezzel elő á llítottuk F
legegyszerűbb diszjunkt alakjá t. Ezt negá lva megkapjuk F-t, a diszjunkt alakból a De-Morgan
azonossá gokat felhaszná lva konjunktív alak lesz. Pl.:

Itt ABCABCABCABCF ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=
Itt a 2 termet mindhá rom ö sszevoná shoz fel kellett haszná lnunk.
Egyszerűsítés utá n:

ABBCACF ⋅+⋅+⋅=
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )ABBCAC
ABBCACABBCACF

+⋅+⋅+=

=⋅⋅⋅⋅⋅=⋅+⋅+⋅=
 (5 művelet)

(legegyszerűbb kanonikus konjunktív alak)
A zá rójeleket felbontva és ö sszegezve:

( ) ABBACF ⋅++⋅=  (4 művelet) (minimál alak)
Tehá t a minimá l alak és a legegyszerűbb kanonikus konjunktív alak
sem minden eset egyezik meg. (Az utóbbit is kö ti a konjunktív alak
formai elő írá sa: maxtermek AND kapcsolata)

Lá tható, hogy a minimá l alak mind a diszjunktív, mind a konjunktív alak egyszerűsítésével
kiszá mítható.
Ö sszefoglalva:

A kanonikus diszjunktív alak azoknak a mintermeknek OR kapcsolatá t adja meg,
melyeknél F = „1”.
A kanonikus konjunktív alak azoknak a maxtermeknek AND kapcsolatá t adja meg,
melyeknél F = „0”.

Egy N vá ltozós logikai függvényeknél a lehetséges mintermek és maxtermek szá ma 2N. Ha az
eddig ismertetett módon írná nk fel a függvényt, azaz minden egyes mintermet, vagy
maxtermet teljesen kiírná nk, akkor a függvény meglehető sen hosszú és á tlá thatatlan módon
lenne megadva. Ezért az egyes mintermeket (mn) és maxtermeket (Mn) megsorszá mozzá k. A
sorszá m megá llapítá sá hoz a termben lévő  vá ltozó értékét „0”-nak vesszük, ha az negá lva van,
illetve „1”-nek vesszük ha nincs negá lva. Ebbő l a sorszá m (ha A vá ltozó a legkisebb
helyiérték):

( ) 1210 2_...222 −⋅++⋅+⋅+⋅= Nvá ltozóutolsóCBAs
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Pl: 2
012 2202120 mABCsABC =⋅⋅⇒=⋅+⋅+⋅=⇒⋅⋅

5
012 5212021 mABCsABC =⋅⋅⇒=⋅+⋅+⋅=⇒⋅⋅

És: 4
012 4202021 MABCsABC =++⇒=⋅+⋅+⋅=⇒++

3
012 3212120 MABCsABC =++⇒=⋅+⋅+⋅=⇒++

Ennek segítségével egy logikai függvény megadá sá hoz elég a megfelő  termeket felsorolni.
Pl. az első  példa kanonikus diszjunktív alakja: ( ) ( )∑==

3

3 6,4,1,0CBAFF

És kanonikus konjunktív alakja: ( ) ( )5,4,2,0
3

3 ∏== CBAFF

A konjunktív alakban azoknak a mintermeknek megfelelő  maxtermek vannak felsorolva,
amelyek a diszjunktív alakból kimaradtak. Ezeknek a sorszá ma 2, 3, 5, 7; ami nem egyezik
meg a maxterm sorszá má val. Ez a tá blá zatban is lá tható, az n = 5 – hö z tartozó sorban az m5

mintrem és az M2 maxterm van, tová bbá  elmondhatjuk, hogy 25 Mm = , mivel az egyik ’1’-t a
má sik ’0’-t ad ha az n=5 sorhoz tartozó bemeneti kombiná ció elő á ll.
Á ltalá nosan ha N vá ltozós függvényünk van és a minterm sorszá ma sm, akkor a vele egy
sorba elhelyeszkedő  maxterm sorszá ma:

smsM N −−= 12
és ugyanez igaz fordítva:

sMsm N −−= 12
Á ltalá nosabban, figyelembe véve a termek értékét:

smsm NMm
−−

= 12

sMsM NmM
−−

= 12

A sorszá mvá ltá st az magyará zza, hogy az igazsá gtá blá zatban, ahol a mintermek és a
maxtermek fel vannak sorolva, a mintermek sorszá mozá sa a tá blá zat tetejétő l lefelé, a
maxtermeké az tá blá zat aljá tól felfelé tö rténik.
Ez a sorszá má tvá ltá s akkor lényeges, amikor a Karnaugh tá blá ba kell bejelö lni az egyes
termeket. A minterm sorszá ma megegyezik a Karnaugh tá bla cellá já nak sorszá má val (n=sm),
így azokba a cellá kba kell „1”-ket írni, amelyek a diszjunktív alakban meg lettek adva. A
konjunktív alakban megadott logikai függvény „0”-inak helyét azonban az á tvá ltá s
felhaszná lá sá val lehet megadni: sMsmn N −−== 12
Pl. ( ) ( )5,4,2,0

3

3 ∏== CBAFF

70120 3 =−−=⇒= smsM
52122 3 =−−=⇒= smsM
34124 3 =−−=⇒= smsM
52122 3 =−−=⇒= smsM

Tehá t a Karnaugh tá bla 2, 3, 5, 7 sorszá mú cellá iba
kerül „0”, a tö bbibe „1”

1
0

1
1

0
2

0
3

1
6

0
7

1
4

0
5

C

B

A

PDF created with FinePrint pdfFactory trial version http://www.fineprint.com

http://www.fineprint.com


Kombiná ciós há lózatok                                                    5                                                                           04/23/05

5

Gyakorlá s:
Nézzük a kö vetkező  négyvá ltozós fö ggvényt:

( ) ( )∑==
4

4 13,10,8,7,6,4,2,0DCBAFF

Ezt négyvá ltozós Karanaugh tá blá ban tudjuk á brá zolni. A négyvá ltozós Karnaugh tá bla
peremezését (Az A, B, C, D sorok/oszlopok kijelö lését) tetsző leges sorrendben vehetjük fel,
csak figyelembe kell venni, hogy ha megvá ltoztatuk a peremezést, megvá ltozik a cellá k
sorszá mozá sa. Pl:

Bá rmelyik vá ltozat haszná lható, de az utóbbiban kö nnyebb a cellá k sorszá má t fö lvenni, ezért
azt fogjuk haszná lni. Bejelö lve a függvény mintermjeit és egyszerűsítve:

A 13-as mintermnek nincsenek szomszédai, ezért nem
egyszerűsíthető , függ mind a 4 vá ltozótól: ABCD ⋅⋅⋅

AABBCCDD ⇒=⇒=⇒=⇒= 1;0;1;1 .
A 7-es és a 6-os mintermeket ö sszevontuk. D minkét
mintermre „0”, C mindkét mintermre „1”, B mindkét
mintermre „1”, A az egyikre „1” a má sikra „0”. Tehá t ha
a DCB=011 bemeneti variá ció á ll elő , F függetlenül A
értékétő l „1”-t ad. Ezért ezt az ö sszevoná st a BCD ⋅⋅
elemi függvény írja le.
Egy ö sszevoná s azoktól a vá ltozóktól független,
amelyeknek a “hatá rá t” az á tlépi. A 6-7 ö sszevoná s pl. A
hatá rá t lépi á t (kék vonal).
A 0-2-4-6 ö sszevoná s C és B hatá rá t lépi á t, ezért attól
független, így ezt a AD ⋅  elemi függvény írja le.
A 0-2-8-10 ö sszevoná s D és B hatá rait lépi á t (lá tható az
á rendezett á brá n, kék vonalak), ezért a AC ⋅  elemi
függvény írja le.
Az F függvény legegyszerűbb diszjunkt alakja ezek
alapjá n:

ACADBCDABCDF ⋅+⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅=
Ez tová bb egyszerűsíthető :

( ) ( ) ACDBDABDCF ⋅++⋅+⋅⋅⋅=
A konjunktív alak a Karnaugh tá bla “0” bejegyzései
alapjá n írható fel.
“0” bejegyzést a kö vetkező  mintermek tartalmaznak:
1, 3, 5, 9, 11, 12, 14, 15
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A smsM N −−= 12  ö sszefüggést felhaszná lva (N = 4)
ezek a kö vetkező  maxtermeknek felelnek meg:
14, 12, 10, 6, 4, 3, 1, 0
Ebbő l a konjunktív alak:

( ) ( )14,12,10,6,4,3,1,0
4

4 ∏== DCBAFF

A konjunktív alak egyszerűsítését a Karnaugh tá bla „0”
bejegyzéseinek ö sszevoná saival érhetjük el. Így felírható
a negá ltfüggvény legegyszerűbb diszjunkt alakja a
korá bban bemutatott módon:

ACBCDACDABDF ⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=
Negá lá ssal elő á llítva F-t, felhaszná lva a De-Morgan

azonosssá gokat 







+=⋅

⋅=+

BABA
BABA ;

:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )CABCDACDABD

ACBCDACDABDACBCDACDABDFF
+⋅++⋅++⋅++=

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==

Ez a legegyszerűbb konjunktív alak.
Minimalizá lá shoz végezzük el a műveleteket és haszná ljuk ki, hogy a kö vetkező  alakok
kö zö tt lehet egyszerűsíteni:

0=⋅⋅

⋅=⋅+⋅

XYX
YXYXYX

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )CABCDBADACACBCDDADB

CABCDAABADACACBCDDADBDD
CABCDACDABDF

+⋅++⋅++⋅+++⋅+=

=+⋅++⋅+++⋅+++⋅++=

=+⋅++⋅++⋅++=

( ) ( ) ( )

( )

( )CA
BDABCABCDBDA

CBACDACACBCD
DBADCADCBDADB

CA
BBABDABCABCBBCDBDABDB
CBACDACCACCBCCDCDACDB
DBADDADCADCBDCDDDADDB

CABCDBADACACBCDDADBF

+⋅
















+⋅⋅+⋅+⋅⋅+

+++⋅+++

++⋅⋅+⋅+⋅+

=

=+⋅
















++⋅⋅+⋅+⋅+⋅⋅+⋅+

+++⋅⋅+⋅+⋅+⋅⋅+⋅+

+++⋅⋅+⋅+⋅+⋅⋅+⋅

=

=+⋅++⋅++⋅+++⋅+=

Kihaszná ljuk, hogy
( ) YXZYXYXZYX ⋅=+⋅⋅=⋅+⋅⋅ 1
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( ) ( )

( ) ( ) ( )DBADBCCDADCBACDBCADA
DCBACDABCDACDB

ACBCAACDDAADB

DCBACDABCCBCCACCDCDACDB
ADBAADABACBACAACDADAADB

CADBADABCBCACDDADBF

+++⋅=++⋅+⋅=

=







++⋅++

+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅
=

=







+++⋅++⋅++

++⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅
=

=+⋅+++⋅++⋅+=

Ugyanazt a minimá lalakot kaptuk meg, mint a diszjunkt alakná l, csak lényegesen tö bb
szá molá ssal.

A függvényt megvalósító á ramkö rt, (ha má s, pl. hazá rd kritérium nincs) célszerű a
minimá lalak alapjá n megszerkeszteni, mert ez igényli a legkevesebb kapuá ramkö rt. Ha
diszjunktív vagy konjunktív alakból indulunk ki, akkor AND, OR, és NOT műveletekbő l
rakhatjuk ö ssze a logikai függvényt.

Alalpkapuk:

AND:
A B Y
0  0  0
0  1  0
1  0  0
1  1  1

OR:
A B Y
0  0  0
0  1  1
1  0  1
1  1  1

NOT (inverter):
A Y
0  1
1  0

Tová bbi lehető ség az AND, és az OR művelet a NOT művelettel ö sszevoná sa:

NAND (NOT-AND):
A B Y
0  0  1
0  1  1
1  0  1
1  1  0

NOR (NOT-OR):
A B Y
0  0  1
0  1  0
1  0  0
1  1  0

Bizonyos esetekben hasznos lehet az XOR művelet is:

XOR:
A B Y
0  0  0
0  1  1
1  0  1
1  1  0

Ha csak kevés szá mú XOR kapu kell, azt
megvalósíthatjuk az BABAF +=
függvény realizá lá sá val is.

A realizá lá s lépéseit nézzük meg a példafüggvény minimá lis alakjá n:
( ) ( ) ACDBDABDCF ⋅++⋅+⋅⋅⋅=

Két fő  lépés kell megtenni:
• Alulról felefelé haladva meg kell hatá rozni a logikai függvény szinjeit
• Felülrő l lefelé szintenként realizá lni a függvényt

A

B
Y

A

B
Y

A Y

A

B

Y
A

B
Y

A

B
Y
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A szintek meghatá rozá sa:

Azt a logikai műveletet keressük, amit má r nem lehet tová bb bontani, a legkisebb logikai
egységek kö zö tt teremt kapcsolatot. Egy logikai szintnek szá mít az a logikai részfüggvény,
melyben a logikai egységek (vá ltozók és/vagy részfüggvények) kö zö tt azonos logikai
művelet van.
Minta: ( )CBDAABCDC +++⋅ .

Nem lehet tová bb bontani a ABCD AND műveletének operandusait, DA  AND
műveletének operandusait. Az első  szintet ez a két AND művelet á ltal megvalósított
részfüggvény alkotja.
Ha az első  szint részfüggvényeit ö ná lló vá ltozóként kezeljük, nem lehet tová bb bontani a
zá rójel OR műveletének operandusait (ABCD, DA  részfüggvények; B , C  vá ltozók). A
má sodik szintet az OR művelet á ltal megvalósított részfüggvény alkotja.
Ha a má sodik szint részfüggvényét ö ná lló vá ltozóként kezeljük, nem lehet tová bb bontani
a C és a zá rójeles művelet kö zö tti AND műveletet, ez a legfelső  harmadik szint.

Nézzük meg most a példafüggvény szintjeit:

Felülrő l lefelé realizá lá s:

Mindig azt a logikai műveletet valósítjuk meg
sorrendben elő bb, ami a legmagasabb szinten van.

1. F fügvényben az OR művelet az első  ilyen
művelet, a logikai egységek ( ) 5XACD =⋅+  és

( ) 6XBDABDC =⋅+⋅⋅⋅ . Így:
( ) ( ) 65 XXACDBDABDCF +=⋅++⋅+⋅⋅⋅=

2. Bontsuk fel X5-t és X6-t. X5-ben a kö vetkező
legmagasabb szint az AND művelet. A logikai
egységek A , ez nem bontható tová bb és
( ) 3XCD =+ . X6-ben a kö vetkező  legmagasabb
szint az AND művelet. A logikai egységek C, ez
nem bontható tová bb és ( ) 4XBDABD =⋅+⋅⋅ .

3. X3-ban a kö vetkező  legmagasabb szint az
OR művelet. A logikai egységek D  és C ,
ezek nem bonthatók tová bb. X4-ben a
kö vetkező  legmagasabb szint az OR
művelet. A logikai egységek 1XABD =
és 2XBD =⋅ .

X5

X6

F

A

X3

C

X4

D

C

X1

X2

X5

X6

F

( ) ( ) ACDBDABDCF ⋅++⋅+⋅⋅⋅=

X1 X2 X3

1. szint

2. szint
X4 X5

X6

3. szint

F

4. szint

X6

X5

F

A

X3

X4

C
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4. X1-ben a kö vetkező  legmagasabb szint az AND művelet. A logikai egységek D, B  és A,
ezek nem bonthatók tová bb. X2-ban a kö vetkező  legmagasabb szint az NAND művelet.
A logikai egységek D  és B, ezek nem bonthatók tová bb.

5. A bemenetekre bekö tjük a bemenő  vá ltozókat.

A fenti megoldá sban a bemeneti vá ltozók negá ltjait má r a  bemeneten elő á llítjuk, így egy
inverter elég, aká r egy aká r tö bb bemenetre kell vezetni negá ltjelet.
A bemenő vá ltozók negá lá sa is kaput igényel, ezért azt is ö ná lló szintként kezeljük (ez most
a 0. szint sorszá mot kapja, de legkö zelebb a szintek megszá molá sakor figyelembe kell venni
és 1. szint sorszá mmal kell ellá tni).

Lá tható, hogy a felrajzolt há lózat 5 szintű. Mivel a kapuink véges sebességűek, ezért a
kimenet vá ltozá sa a bemenetek vá ltozá sá hoz képest késik. Ez a késés a négy szinten
halmozódik, ami egyrészt a há lózat lassulá sá t, mésrészt esetenként hibá s műkö dést
eredményez. Sebesség szempontjá ból elő nyö sebb a legegyszerűbb kanonikus konjunktív és
diszjunktív alak, bá r á ltalá ban tö bb elembő l á ll, de csak kettő  (a bemenő vá ltozók negá lá sá val
együtt 3) szintbő l á ll.

Az alapkapukat DIP tokozá sú (“szá zlá bú”) integrá lt á ramkö rö kkel (IC-kel) valósítjá k meg.
Egy IC á ltalá ban 4 kétbemenetű, vagy 3 3 bemenetű kaput, vagy 6 invertert tartalmaz. Ezért,
ha egy függvényhez kell 1 db OR kapu és 2 db AND, és 2 db inverter, és mindegyikhez egy
külö n IC-t (ö sszesen há rmat) haszná lná nk fel, akkor a maradna 3 db OR kapu, 2 db AND
kapu és 4 db inverter kihaszná latlan. Ö sszetett függvényeknél ez jelentő s pazarlá st jelenthet,
ezért sokszor egyszerűbb azonos típusú kapukból (NAND, NOR) megépíteni a függvényt
megvalósító á ramkö rt, ekvivalens á talakítá sok (fő ként De-Morgan) segítségével.

A

B

B
A

D

D

D

C

X5

X6

F

X3

X4

X1

X2

B

ABCD

ABCD 1. szint 2. szint 3. szint 4. szint
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Csak NAND és csak NOR kapukkal bá rmelyik művelet megvalósítható (legfeljebb sok kell
belő le).
NAND-ból NOT (inverter):
Az igazsá gtá blá ból lá tható, ha A=B akkor

AY = .
A B Y
0  0  1 A=B
0  1  1
1  0  1
1  1  0 A=B

NOR-ból NOT (inverter):
Az igazsá gtá blá ból lá tható, ha A=B akkor

AY = .
A B Y
0  0  1 A=B
0  1  0
1  0  0
1  1  0 A=B

NAND-ból OR:
BABABA ⋅=+=+

NAND-ból NOR: Mint fenn, csak a
kimenet utá n kapcsolunk egy inverternek
bekö tö tt NAND kaput.

NOR-ból AND:
BABABA +=⋅=⋅

NOR-ból NAND: Mint fenn, csak a
kimenet utá n kapcsolunk egy inverternek
bekö tö tt NOR kaput.

NAND-ból AND: NAND-kapu kimenete
utá n kapcsolunk egy inverternek bekö tö tt
NAND kaput.

NOR-ból OR: NOR-kapu kimenete utá n
kapcsolunk egy inverternek bekö tö tt NOR
kaput.

Realizá ljuk pl a kö vetkező  függvényt NAND kapukból:
( ) ( )ACBBCAF +⋅+=

De-Morgan azonossá gokkal á talakítjuk F-t, hogy csak AND és NOT művelet legyen benne:
( ) ( ) ( ) ( )ACBCBAACBBCAF ⋅⋅⋅⋅⋅=+⋅+=

Y=A+B

A

B
B

A

A

B

Y

A

B
Y

Y=AB

A

B
B

A

Y=AB

A

B Y=A+B

A

B

( ) ( )ACBCBAF ⋅⋅⋅⋅⋅=
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Mint az elő bb lá ttuk, az AND
művelet megfelel a NOT-NAND
műveletnek, ezért ha AND
műveletet kell elvégezni, akkor azt
kétszer negá ljuk, és így realizá lható
lesz NAND kapukkal.
A má r megismert módon, elő szö r
most is meghatá rozzuk a függvény
szintjeit. Itt most egy szintet egy
NAND művelet, vagy egy nem
NAND művelethez tartozó negá lá s
jelent (pl. a bemenő vá ltozók
negá lá sa, az AND kétszeres
negá lá sá nak utolsó negá lá sa).

Ezutá n elkezdhetjük felülrő l lefelé a realizá lá st. Lá tható, hogy A  két helyen is szerepel, ezt
célszerű egy inverterrel megvalósítani és onnan á gaztatni kétfelé.

Ugyanezt a függvényt realizá lhatjuk NOR kapukkal is.

( ) ( )ACBBCAF +⋅+=
De-Morgan azonossá gokkal á talakítjuk F-t, hogy csak OR és NOT művelet legyen benne:

( ) ( )ACBCBAF ⋅⋅⋅⋅⋅=

X1 X2 X3 X4=X1

215 XXX ⋅=

X7

X9

1. szint

2. szint

3. szint

4. szint

5. szint

6. szint

46 XCX ⋅=

Nem NAND-
hoz tartozó
negá lá sok

78 XX =

F

( ) ( ) ( ) ( )ACBCBAACBBCAF ⋅++⋅+=+⋅+=

 ( ) ( ) ( ) ( )ACBCBAACBCBAF +++++=⋅++⋅+=

Y

X5

X8X7

X9

X1

X2

B

X6

X3

C

X4

B

A

B

A

C

6. szint5. szint4. szint3. szint2. szint
1. szint
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Mint korá bban lá ttuk, az OR
művelet megfelel a NOT-NOR
műveletnek, ezért ha OR műveletet
kell elvégezni, akkor azt kétszer
negá ljuk, és így realizá lható lesz
NOR kapukkal.
A má r megismert módon, elő szö r
most is meghatá rozzuk a függvény
szintjeit. Itt most egy szintet egy
NOR művelet vagy egy nem NOR
művelethez tartozó negá lá s jelent
(pl. a bemenő vá ltozók negá lá sa, az
OR kétszeres negá lá sá nak utolsó
negá lá sa).

Ezutá n elkezdhetjük felülrő l lefelé a realizá lá st. Lá tható, hogy C  két helyen is szerepel, ezt
célszerű egy inverterrel megvalósítani és onnan á gaztatni kétfelé.

Lá tható, hogy a függvény NOR kapukkal megvalósítva egy szintel kevesebb, mint NAND
kapukkal.
Egy függvényt csak NOR vagy NAND kapukkal megvalósító De-Morgan á talakítá sá t
részletesebben végigvezetünk:
Legyen pl. ( ) CADCBAF ⋅+⋅+⋅=  elő szö r valósítsuk meg NOR kapukkal.
Első  lépésben minden AND műveletet De-Morgan azonossá gokkal OR műveletté alakítunk.
A De-Morgan azonossá g szerint szerint BABA +=⋅ .
Ha az AND nem negá lt akkor kétszer megnegá ljuk:

Az első  (fekete vonal) negá lá s azért kell, hogy De-Morgannal á t
tudjuk alakítani; a má sodik (kék vonal) azért, hogy ne a negá lt-
műveletet á llítsuk elő .

Tehá t az első  lépések:

X1 X2 X3=X2

214 XXX +=

1. szint

2. szint

3. szint

4. szint

35 XAX +=

( ) ( )ACBCBAF +++++=

56 XBX +=

64 XXF +=

67 XX =
5. szint

Nem NOR-
hoz tartozó
negá lá s

X4

X6

F

X1

X2

B

X5

B

X3

A

B

C
C

A

1. szint 2. szint 3. szint 4. szint

X7

5. szint

BABABA +=⋅=⋅

F = A (B+C D) + A C F = A (B+C + D) + A + C

F = A (B+C + D) + A + C F = A +(B+C + D)  +  A + C
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Az erdményül kapott függvényben má r csak OR műveletek vannak és negá lá sok. A
kö vetkező  lépésben az OR műveletekbő l NOR-t csiná lunk két egymá s utá ni negá lá ssal.
(Mert: A OR B = NOT(A NOR B) )
A negá lá st NOR kapuval meg tudjuk valósítani, ha a kapu ö sszes bemenetére bevezetjük a
negá landó jelet ( AAAAA =⋅=+ ).
Az eredményül kapott függvényben most csak egy OR műveletet kell kétszeres negá lá ssal
á talakítani:

Az első  (zö ld vonal) negá lá s azért kell, hogy NOR-á  á t
tudjuk alakítani; a má sodik (piros vonal) azért, hogy ne a
negá lt-műveletet á llítsuk elő .

Most valósítsuk meg NAND kapukkal.
Első  lépésben minden OR műveletet De-Morgan azonossá gokkal AND műveletté alakítunk.
A De-Morgan azonossá g szerint szerint BABA ⋅=+ .
Ha az OR nem negá lt akkor kétszer megnegá ljuk:

Az első  (fekete vonal) negá lá s azért kell, hogy De-Morgannal á t
tudjuk alakítani; a má sodik (kék vonal) azért, hogy ne a negá lt-
műveletet á llítsuk elő .

Tehá t az első  lépések:

Az erdményül kapott függvényben má r csak AND műveletek vannak és negá lá sok. A
kö vetkező  lépésben az AND műveletekbő l NAND-t csiná lunk két egymá s utá ni negá lá ssal.
(Mert: A AND B = NOT(A NAND B) )
A negá lá st NOR kapuval meg tudjuk valósítani, ha a kapu ö sszes bemenetére bevezetjük a
negá landó jelet ( AAAAA =+=⋅ ).
Az eredményül kapott függvényben most minden művelet NAND, így azt nem kell tová bb
alakítani.

F  = A +(B+C + D)  +  A + C

Az á talakított OR művelet

BABABA ⋅=+=+

F = A (B+C D) + A C F = A ( B  C D) + A C

F = A (B  C D) + A C F = A (B  C D)    A C
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